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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :

LA LOGIQUE ET Généralités sur les fonctions
Durée :2 heures

Exercicet : (1,5pts) Montrer que : ¥x>1 ;¥y=>4:/x—1+2,[y—4=222

Solution : Soient: x=1 er y=4

142 8= oo 5T+ imd=x+y 225 1+2x25—d=ofa—T +fy-4 +5

= Jr=1 =2x=1+ 1+,f}--42 =2 fy=4+22 =0

5[ x_]_1]:+( f}-_a_z)zz{j ::rﬂ—l:ﬂm‘ﬂl'}-‘—4—2=ﬂ = fx—1l=ler fy—4=2

= x—l=lety—4=4 = x=2 e y=8
}.l

=8.

Exercice2 : (1.5pts) Montrer que : vxeR,vyeR : x#£yel xxy=l=

Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montronsque: — % - Y  —yx—youxxy=1 77
x+x+1 W4+ ry+1
Soient: xeR et yek
X y

: N T v+l =l 1
Ons x+x+1 yl-|-’}_-+]:”(} .H']l JI:I +x+}

=S XA+ r= x4 x4y =St — Ty — y = D:}er{y—x:lﬂ(y—vx}=ﬂ

=(y=x)(xr=-1)=0 = y—x=0 ou xxyp—1=0 Dx=y ou xxy=1

DEII'IE: - £ = ¥ :}x:):ﬂﬁxx};:l
+x+l P+ y+l

*+x+1 4 f+}}'+l
Exercice3 : (1,5pts) Montrer par I'absurde que : Ynel:~f4n+2026 & I

Solution : Par I'absurde, supposons que : 3nel tel que : f4n+2026 e
C'est-a-dire : Snellet ImeN tel que : Y4n+2026 =m
NAn+2026 = m < 4n+2026 = m* = 2(2n+1013) = m* = m* = 2k avec k=2n+1013eN
— m" est pair = m est pair = 3k'e tel que : m=2k"

= 3k'eN tel que : 2(2n+1013) = (2k')

= 3k'e [ tel que : 2n+1013=2k"

=3k’ tel que : 1013=2k" =2n

—=3k'eN tel que : 1013=2(k"*-2)

=>1013est pair
C’est une contradiction car on sait que : 1013 est impair

Ceci signifie : Yne[N:f4n+2026 & I
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Donc par contraposition on déduitque : x= y ef xxy=1=

:rz-l—-x+1;E P+ y+1
yEyt

=2
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Exerciced : ( 1.5pts)Montrer que :¥ne " : Z K =H><(n+l}.
S(2k-1)(2k+1)  2(2n+1)
; e k* nx(n+1)
Solution : Notons P(n) La proposition : E{M (k) = 22n+)
Mous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e 14"
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :
i k* _ 1 _1 1 i ix{1+l}: %y _1
= (2k-1)(2k+1) (2x1-1)(2x1+1) 1x3 3 2(2x1+1) 2x2 3
Donc 1=1. Donc P(1) est vraie.
L’hérédité : 2étapes : Soit » < 4~ . Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire :
x k* nx(n+1)
é(zk—u(zmu " 2(2n+1)
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
= k* _ (n+1)x(n+2)
Montrons alors que : ;[2&—1]{2“1]_ 2[2n+3} e
3t k* n+l)
Zm—l 2k+1) Z[za—u [2k+l}+{2n£1}[l‘]n+3]
E k? n)([r.r }
stona: k)~ 202a71)
- i‘ K E nx(n+1) " (n+1)° =n><{n+l}{2n+3]+ 2(n+1)°
= (2k=1)(2k+1) 2(2n+1) (2n+1)(2n+3) 2(2n+1)(2n+3) 2(2n+1)(2n+3)

- i 5 nx{n+l}{2n+3}+2[n+lf _ {n+l}[nx{2n+3]+2{n+i}]
R ;{zk—l}{zkn}_ 2(2n+1)(2n+3) 2(2n+1)(2n+3)

— i‘ kK _(n+1)(22+3n+2n+2) (n+1)(20%+5n+2)
TS (2k-1)(2k+1)  2(2n+1)(20+3)  2(2n+1)(2n+3)
Et on remarque que D 2P +5n+2=(2n+1)(n+2)

e {n+|}{2n+l}{n+2} (n+1)(n+2)

Ona:

d'aprés I'hypothése de récurrence

Done : Z = c'est-a-dire : P(n+1) est vraie.

= (2k- l}{2k+| 2(2n+1)(2n+3) 2(2n+3)
Conclusion. Par le principe de récurrence ona : ¥nell : Z .z = i i)
= (2k=1)(2k+1)  2(2n+1)

Exercice5 : (4pts) : ( Ipts+1,5pts+1.5pts)

Considérons la fonction f périodique de période 2 tel que : f(x)=x-1 Vxe[0,2]
1)Tracer la représentation graphique de la fonction sur [4:6] dans un repére {{];i’; j]
2) Calculer: f(9) ; f(-8.5); f(2025)

3) Donner I'expression de : f(x) surles intervalles : 1, =[2k;2(k+1)[ keZ

Solution : Dans lintervalle 7, =[0.2] :
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f(x)=x-1 v¥xe[0:2]

Pour Tracer la représentation graphique de la fonction sur [—4;6[ il suffit de Tracer la représentation

graphique de la fonction sur /, =[ﬂ;2] et utiliser les translation 2k: avec keZ,

i

2

o

/ /
731 1 7 0 >

2) —Calculons : f(9)

f(9)=f(8+1)=f(2x4+1)= (1) car f est une fonction périodique de période ' =2
Et puisque : 1€[0,2[ alors : f(9)=f(1)=1-1=0

—Calculons : f(—8.5)

f(-8,3)=f(-8-0,5)=f(-0,5)= f(-2x1+1,5) = f(1.5) car f est une fonction périodique de période

I'=2 Etpuisque : 1,5€[0;2[ alors : f(-8,5)= f(L5)=1.5-1=0.5

—Calculons : f(2025)

£(2025) = f(2x1012+1)= f(1) car f est une fonction périodique de période T =2
Et puisque : 1<[0;2[ alors : f(2025)= f(1)=1-1=0

3) l'expression de : f(x) surles intervalles : 7, =[2k:2(k+1)[ kel

xel, =[2k2(k+1) @2k <x=<2(k+1)

xel ©0<sx-2k=<2 f(x-2k)= f(x)

xel, & f(x)=x—-2k-1 :ﬁ5%<k+|

Car: Zk£x—<2[k+1}<::~k£%::k+]<:}£(%)=k

Exercice6 : (3, 5pts) : (1pts+Ipts+1.5pts)

Jx=5
J_?+S

1) Déterminer :!31Jr 2) Démontrer que —1 est la valeur minimale de f

Soit f une fonction numérique définie par : f(x)=

3) Démontrer que f est majorée par 1 et est-ce que 1 est une valeur maximale de f ?
Solution :1) D, ={IE”\E.’F\I(;+5?¢O et x&ﬂ}={xe IIMJ;;—*—S et x&ﬂ}
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Df = [U;+~:c[
2) Montrons donc que : _f( ]} | etque I équatmnf[ } | admet une solution dans &~

1) ()=r =352 e1= 2 s

Donc f(x)2-1vxeR* etona:

2x

f(x)=-l=f(x)+1=0& J;+5 =0 x=0

Donc I’équationf(x}=—i admet une solution dans E*
Etona: f(0)=-1 donc: f(x)2/(0) vxeRR

Ont dit que f(0)=-1 est le minimum absolu de f sur &*

3)Soit xeR*; f(x) ?:3 J';'fs.;g

Donc: f(x)<1 ¥xeR*

Donc : f est donc majorée sur R* par M =1
Et puisque f(x)=1 n'admet pas de solution dans [’

Donc 1 n'est pas une valeur maximale de f
Exercice7 : (6,5pts) : (Ipts+1pts+0.5pts+1pts+1pts+2pts)

Soient f et g deux fonctions définies par : g(x)=xvx et f(x)=x"-2x+2
1) Déterminer D, et D),
2) Montrer que : ¢ est croissante sur D

3) En déduire que : g(x)e[0,1] vxe[0;1]
4) Donner le tableau de variation de f

5) On considére la fonction & tel que : h(x)=x"=2xx +2

a) Vérifier que : h(x)=(f2g)(x) ¥x>0 b) Etudier la monotonie de 4 dans: [0;1]et [1;+o0]

Solution :1) @) D, ={xeR/x20}=[0,+] et D, =R

2) Montrons gque :¢ est croissante sur [I['l+-:o[

¢ Est le produit de deux fonctions croissantes sur [{L+:=o[-::lnnc . § est croissante sur [L‘l+~:r~[

3) Déduction que : g(x)e[0;1] Vxe[0;1]
xe[01] = 0<x<1=>g(0) < g(x)<g(1) car: :¢ est croissante sur [0, +oo]
= 0<g(x)<1= g(x)e[0]]
4) Le tableau de variation de f : f(x]=x ~-2x+2 Ona:a=letb=-2 et c=2(f (x)

a=-L - 2 _1Et B=f(a)=f()=(1) -2x1+2=1
2a 2x1
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= +hx +c}

1
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Ainsi : dans le repére (01 j) la courbe(C, ) c'est une parabole de sommet I (1;1) et d'axe de

symétrie la droite x =1

5) h(x)=x"=2xyfx+2

a) Vérifions que : h(x)=(f-g)(x) ¥Yx>0ona: g(x)=xvx et f(x)=x*-2x+2
h(x)=(fog)(x)=7(g(x))= () —20dx+2 =x'=2x/x+2; Vx>0

b) Etude de la monotonie de h dans: [0;1]et [1;+oo

a) Sur [0:1] :Ona h(x)=(f-g)(x)

Puisque g est croissante sur E{};l] etg([ﬂj])c:[n;lj et f est décroissante sur [f};l] alors h=fog

est décroissante sur [0;1]

b) Sur [L+e[ : Puisque g est décroissante sur [1;+o[ et g([L+) c[L:++[ et fest croissante sur

[l:+oo[ alors h= f g estcroissante sur [1,+oo]
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices gue 'on devient un mathématicien

k.
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