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Correction : Devoir surveiller n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1.5pts+1,5pts)
Soit s la fonction numérique définie sur B par: f(x)=x*+2x
On considére les propositions suivantes : P :(VmeR)(IxeR): f(x)=m

¢ « L'application f est pair » ou « I'application f est impair »

1)Déterminer la négation de la proposition P et montrer que P est fausse (justifier avec un
raisonnement logique)

2)Déterminer la négation de O et donner sa valeur de vérité (justifier avec un raisonnement
logique)
Solution: 1) P :(YmeR)(IxeR): f(x)<m donc: P (3meR)(vxelR): f(x)zm

Soit xeR : f(x)=x+2=x"+2x+1-1=(x+1) -1

Ona: (x+1)' 20 dong : (x+1) -12-1

Donc: (Vxe®); f(x)2-1

Donc : P (3m=-1eR)(vxeR): f(x)2m
C'est-a-dire : P :(3meR)(¥xeR): f(x)>m estvraie

Par suite : P est une proposition fausse
2) 0. « L'application f est pair » ou « I'application f est impair »

(). « L'application f n'est pas pair » et « I'application f n'est pas impair »
On peut aussi dire : EJ: « L'application f n'est ni pair ni impair »

f est n'est pas pair si et seulement si : (xeR): f(-x) = f(x)

f est n'est pas impair si et seulement si : (Ixel): f(-x)=-/(x)

On aen effet : f(1)=3 et f(-1)=-1 donc f(-1)=-f(1) et f(-1)=f(1)
Done : E}r est vraie

Par suite : O est une proposition fausse
Exercice2 : (4pts) : (Ipts+1,5pts+1.5pts)

1) a) En utilisant un raisonnement par équivalence : montrer que :Vae R’ : 42a+1<a+1

2 2
b) MGH'[TETQUE:“?’{H;E?)E(R:)Z : a;bi ’a ;b

Ndx+1+,f4y+1

2) En déduire que :Vxe R’ etVyeR’ - <x+y+l
Indication : appliquer b) puis a)
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Solution :1) Soit : ac R’
2 5 - 2
a+1<a+1 -:::»(«p'zaﬂ) 2(a+1) @ 2a+1<a +2a+1<0<a" Proposition vraie
Donc:Vae R : \2a+1 <a+lest aussi une Proposition vraie
2) Soit : (a;b) e(R" )
a+b 'a“+b= (a+bjl TR d+2ab+b @+ B
= > = o <
2 2 2 2 4 2
Sat+2ab+ b <2d* +20° o 2ab<a +hP o 0<a’ +b2—2ab<:~0*_‘;(a—b)l
Donc : a:b < Hl;bz & 0<(a-b)’ Proposition vraie
2 2
Donc : ¥ (a;b) e (R:) : ﬂ;b-:_i ,,a ;b est aussi une Proposition vraie
2) Soient :Vxe R’ etWyeR’
xeR = x>0=4x>0=4x+1-1 etl=0=a=4x+1>0
VER = y>0=>4yx-0=4y+1-1 et1=-0=b=4y+1:>-0
’2 2 dx+1+.f4y+1 4+]2+ 4~+]3
D'aprés b) on a alors : a+b£ at+h ¢'est-a-dire : L "f £ g\/"'{ s J 4
2 2 2 2
Done - Ndx+1+,4y+1 EJﬂr,1r+l~1-4}»*+l Meci B Al NAx+1+4J4y+1 £J4x+4}*+2
2 2 -
CNAx 1+ Ayl , Y/ T N
Donc : 3 < f2x+2y+1 C'est-a-dire : 5 < 2(x+y)+1 @
D'aprés a) et puisque : a=x+y>=0 alors : qHZ(J: +y)+1£x+y+1 @
dx+1+.04y+1
De : @ et @ En déduit que : Vxe R etvyeR : yixt ;‘I A <x+y+l1
Exerciced : (2pts)
Montrer que¥n " : 1K2+2><3+3X'—1+...+H{H+]]:%H(H+1]{H+2}.
1
Solution : Notons P(n) La proposition " 1x2+2x3+3x4+_.+ n{n+1]=§n[n+l}{n+2} )
Mous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e 14°.
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 1(1+1)=2 et %x][l+l}[l+2}=%x2x3=2.
Donc P(1) est vraie.
L'hérédité : 2étapes : Soitn = I°
1
Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : 1x2+2x3+3x4+ +n(n+1)= EH{H]HHZ]
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
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Montrons alors que : 1x2+2x3+3x4+...+n{n +1]+[n+1]{n+2}= é{n+]]{n+2]{n+3} 29
2
Ona: 1><2+2><3+3><4+...+n[ﬂ+l}+[n+l}{n+2}=[]5-:2+2x3+33<4+_._+n(n+I}:|+(n+l][n+2}
|
et on a d'aprés I'hypothése de récurrence: 1x2+2x3+3x4+__+n(n+1)==n(n+1)(n+2)
a
Donc 1x3+3x3+3x4+.._+n{n+1}+{n+f}{n¢1}=;n{n+t}{n—.2}+{n+]}{n+3}={n+1}[n+}‘.}[;n—:]]=%{n—]}{nﬂ]{n—.}}
3 3
C'est-a-dire : P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence on a :
YnelN" : 1X2+2X3+3X4+...+H[n+|)=%H(ﬂ+1](ﬂ+2].
Exercice18 : ( 2pts) Montrer que n(n+1)(n+2) est un multiple de 3 pour tout neli.
Solution : Remarque : Raisonnement par Disjonction des cas : Pour montrer I'implication :
« (ProuPzou - ouPn)=Q»,
On montre successivement les difféerentes implications « Px =Q », pour chaque k € [[1 ; n]].
Soit el on a 3 cas possibles seulement
Pourn:n=3k ou n=3k+1 ou n=3k+2aveckely
icas : n=3k
n(n+1)(n+2)=3k(3k+1)(3k+2)=3k" Avec k'=k(3k+1)(3k+2)
Donc n(n+l)(n+2) est un multiple de 3
2cas : n=3k+1  n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k+2)(3k+3)
n(n+1)(n+2)=3(3k+1)(3k+2)(k+1)=3k'
Avec k'=(3k+1)(3k+2)(k+1)
Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3
3cas : n=3k+2
n(n+1)(n+2)=(3k+2)(3k+3)(3k+4) =3(3k+2)(k+1)(3k+4)=3k
Avec k'=(3k+2)(k+1)(3k+4)
Donc n(n+1)(n+2) estun multiple de 3
Conclusion : Ynel ; n(n+1)(n+2) est un multiple de 3
Exercice17 : ( 2pts)Soit f une fonction numérique tel que : Flx)=2x2 +2xfx +x—4
Démontrer que : —4 est une valeur minimale de f sur E*
Solution: 1) D, = {xeR/x>0}=R"
Soit xe R :f(;r)= 12+21\/;+x=-4 =xz+?.x\!;+(x/;)2-4
Donc ;f(x):[x+~f;]l—4 et donc : f(1)+4={x+ﬁ]229
Donc: f(x)+420 parsuite: f(x)=—4 etona: f(0)=—4 donc f(x)=f(0)
Donc : f (0) = —4 est une valeur minimale de f au point X, =0
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Exercice6 : (7pts) : ( 2pts+Ipts+Ipts+3pts)

Soient f et g les trois fonctions définies par: 7 (x)= 2x _1] etg(x) =—%x2 +2x-1
X+

1) Donner le tableau de variations de fet g

2) Soit h la fonction définie par : i(x)=(f-g)(x)
a) Déterminer D,
b) Calculer : h(x)=(fg)(x) Vxe D,

3) Etudier les variations de / sur les intervalles : |-o0;0[; ]0:2];[2:4] et [4:+<q

Solution : 1) a) f(x)=

2x=1 . ona f(x)eR < x+120x2-1
X

¥

2
Donc : D, =R—{—I} A= :

-1
, | =30
(C g ) est I'hyperbole de centre W(—I;E) et d'asymptotes les droites d'équations respectives

x=-1et y=1.

Donc le tableau de variations de f :

T |=—0C =] X
fler) / Vel

b) g{x]:—%xl+21—] : DE=’E’3.

1
Le tableau de variationde g: Ona :a =~ et b=2 et c=—1(f (x)=ax’+bx +c)

a=—2 _set p=g(a)=g(2)=-=27+2x2-1=1
! 2
>

Ainsi : dans le repere (IJ;:"; f) la murbe(f? R} c'est une parabole de sommet I (2;1) et d'axe de

symétrie la droite x=2

Tr |—C 2 4
1
) /\

2) Soit h la fonction définie par : i(x)=(f-g)(x)

a) Déterminons D, :
D, gz{XETFEIIEDx et g[x]eﬂf}
Ona: D,=R-{-1} et D,
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E1T 1,
_T'EDJF oxeD et gix)eD, @oxel et——x +2x-1lz-1xel et ——x"+2x=0
£ £ T 7 7
xeD,  oxel x —%1+2Jxﬂ esxeRetxz0etxz4
Donc : D, =R —{0,4) = |-0;0[ U ]0;4[ U J4: 4]
b) Calculons : h(x)=(f-g)(x) Vxe R —{0.4}
2[-1_r3+2_r- 1]-1 s
Soit: xeR—{0:4} ; (fog)(x)=/(g(x)) = =2 = 2% RETD
sagtyaetyy R
2 -8x+6

- h{x)=———
Donc : h(x) Z
3) —Etude des variations de / sur l'intervalle : |—;0[ rl=x 0 2 4 4

1

Ona: h(x)=(fog)(x) ; ‘v’xER—{O;él} o) ]/ \
Puisque g est croissante sur |-oo;0[ et g(]~e;0[) = ]—=:~1[ et f est i J\a

croissante sur |-eo.~1 alors / est croissante sur J20:0[

—Etude des variations de /4 sur lintervalle : ]ﬂ;i]
Puisque g est croissante sur ]I];E] et g(]{}:l])c]—l;l] et / est croissante sur ]—1:—1] alors h est

croissante sur ]0:2]

—Etude des variations de /4 sur l'intervalle [E; 4[

Puisque g est décroissante sur [2;4{ et g([2:4[) =]-1.1] et f est croissante sur |-1:1] alors 4 est
décroissante sur [2:4]

—Etude des variations de /4 sur l'intervalle : ]4; +<:-o[

Puisque g est décroissante sur |4;+[ et g(]4;+oc[) = ]—oo;—1[ et f est croissante sur ]-11] alors

h est décroissante sur ]4;+e0]

B 0 2 § +x
1

Tifzre) /"'I A
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien

k.
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