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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1. 5pts x2) Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des
propositions suivantes (justifier les réponses)

1) §: (IxeR)(VyeR)/x+2y<I

2) T: (VaeR)(IbeR)/a*+2b - 4ab
Solution: 1) §: (IxeR)(VyeR)/x+2y<1
5: (VxeR)(IveR)/x+2y>1

Soit: xe® : x+2y 1 signifie que : y:- ﬁl[l—x]

Par exemple on prend : y=%(1—x}+1

Onadonc: x+2y=x+1—x+2=3>1
Donc : [?’.TE]E)(E}‘=%(]—X]+1ER]a"l‘+2_}-‘b—1 vraie

Donc: 5: est une proposition vraie par suite : § est une proposition fausse.
2) T (YacR)(3IbeR)/a*+2b* - 4ab

Soit : e (fixe) : a*+2b% - 4ab signifie que : 2b°—4ab+q* =0 (considérer comme une inéquation
du 2 ieme degre avec variable b = A=16a-8a4"=8a°=( = l'inéquation admet au moins une
solution.

(Faire un tableau de signe)

(3beR)/a*+2b* - 4ab est vraie.

Donc : T est une proposition vraie
rlird
™ 1+ (n+1)

2

Exercice2 : (2,5pts) : Montrer par disjonction des cas que : Ve e M el

2024

Solution : il suffit de montrer que : #™ +1+(n+1)"" est un entier pair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de x, il est parfois utile
de faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre x.

On peut, par exemple, séparer les cas ou x est un entier pair des cas ol x est impair, ou encore
séparer les cas ou x est un réel positif des cas ou il est strictement négatif.

Premier cas : si M est pair : alors »™ est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Alors : ™™ +1 est impair (comme somme d'un nombre pair et un nombre impair)

D’autre part : sz + 1est impair (comme somme d'un nombre pair et un nombre impair)

Alors : {n+1f':'15 est aussi impair (comme produit de nombres impairs)

Donc: ™ +1+(n+ I)M est pair (comme somme de nombres impairs)
2 iem cas : si 1 est impair : alors »*™* est aussi impair (comme produit de nombres impairs)
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Alors : ™™ +1 est pair (comme somme d’'un nombre impair et un nombre impair)
D’autre part : s2 + 1 est pair (comme somme d'un nombre impair et un nombre impair)

Alors : (n+1)"* est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Donc : n™ +1+(n+1)"" est pair (comme somme de nombres pairs)
Par suite : d'aprés le principe par disjonction des cas :

2025
" 1+ (n+1)

e
Exercice3 : (2pts) : Montrer que :¥ne " ;

Ynely : el

Syt e =1 s v
"?Jr:izll-l)k!kz=I_-22+32+...+”2:@(—E) t.
=1
+1 -
Solution : Notons P(n) la proposition: "S = _”(”2 )(_1} L

Mous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e 14"
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :

= 2 = ]{I'H} 141 2

S=S(=)"K=(-1)"12=1et 1) =1x(=1) =1
=2 () =) S ) =1
Done P(1) est vraie.
L'herédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire :
, & i, 5  n(n+l) a1

o = —1 kf=————=(-1

=20 ——(-1)
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

k=n+l - I 2
Montrons alorsque : §,,, = Z {—I:'k s :wfjnﬂ
k=l

Remarque : (=1)"" =(=1)"x(=1)" =(=1)"x1=(-1)" et

n+1)(n+2)

(==

(-1)" 77

E=n+l k=mr

Ona: S, =Y (<) =Y (-1) 7 B +(=1) (n+1) =8, +(-1)" (n+1)’

|l|.=|. ﬁ_:l

nin+1 -+
et on a d'aprés I'hypothése de récurrence: S, = —{2—1(— ]) I

Donc: S, = J"'Ii‘rm;l](—1]"" +(—1]"[n‘+l}2 = %(—n[nﬂ){—i}"+2{—l}"(n+i}2]

Car: (=1)" =(=1)"x(=1) ==(=1)"
(n+|)[—t}"(—n+z(n+|))=l(—|)“(n+|)(n+z]=Mﬂ(—u“

¥ 2 2
C'est-a-dire : P(n+1) est vraie.

Conclusion : Par le principe de récurrenceona: neld”™ © §

n

Donc: 5., =

o | —

n{n+1] aal
=T(_l} .

Exerciced : (2_.5pts) Soient f ; g et h trois fonctions définies par Les courbes représentatives (f.' : )

et (C, )et (C,) sidessous :

g(x)<h(x)
f(x)
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(Ch)

g(x)xh(x)
f(x)

Solution : Etudions le signe de :

Voici donc le tableau de signe :

& —x —3 —1

L)

+

i) -+ + i) + -+

Fil ) — 0 “+ - +

Fia) — o ] - J —

¥l
flr) I

g(x)xh(x)
f(x)
8§ =] 3Ju 12

Exercice5 : (1,5pts) Soit f une fonction numérique tel que : f(x) = x*+2x/x + x—4

>0 xe ] -3|ul-12]

Démontrer que : -4 est la valeur minimale de fsur [£™
Solution: D, ={xeR/x20}=R"

Soit xeR™ : f(x)=rz+2.r\f;+x—4=xl+zxv’;+(,j;]z_4
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f(:f):[th;)l—f-i Donc : f(x)+4= (_T+J;]220

Donc: f(x)+4=0 parsuite: f(x)=—4 etona: f(0)=—4 donc f(x)=f(0)

Donc : f(0) =—4 est une valeur minimale de f au point x, =0

Exercice6 : (8.5 pts) (1pt + 0,5pt+0,5pt+1pt+2pt+0,5pt+1pt+1pt+1pt)
f(x)=x*+2x+2 ;x<0

f(x):Jm cx>=0

Soit £ une fonction numérique tel que :

1) Déterminer D,

2) a) Démontrer que : s admet un minimum relatif en -1
b) Démontrer que : ¥ admet un minimum absolu en -1
3) Donner le tableau de variationde r :

4) Tracer la courbe (C, ) dans un repére (G;Y;'})

5) a) Vérifier que : Vae[2:+e| ; f(a*-4)=a

b) Montrer que : s n'est pas majoree

6) a) Déterminer fof(x); vxeR

b) Etudier les variations de 7 - 1

Solution :1) D, ={xeR/x<0}=]-;0] et D, ={xeR/x+420 et x=0}=]0;+o0]
Donc: D, =D uD,=R

2) a) Montrons que : x& |-0;0[ ; f(-1)<f(x)

Ona: f(-1)=(-1)*+2(-1)+2=1

Si xe ]—w;ﬂ[ s F(x)=f(-1)=x*+2x+2 -1 =Jr=+2_~4r-|~1=[x+1}2 >0
Donc: xe|—0.0[ ; f(=1)<f(x)

Donc: ¢ admet un minimum relatif en -1

b) Si xe}00] ; £(x)-f(-1)=x*+2x+2 —1=x+2x+1=(x+1) 20
Done: x€|-.0]; f(-1)< f(x)

Si xe 040 ; x= 0= x+4-4 = Vx+a-E=21=f(-1)

Donc : Wxe |0+ ; f(-1)<f(x)

Finalement : Wxe® ; f(-1)<f(x)

D'ou: s admet un minimum absolu en -1
3) tableau de variationde ¢ :
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i 0 ] T — —1 ﬂ

Vie+1) f/"/- Ti4+2x+42 \ /
] 1

Dol :

L=

T —o0 —1 0 +00

) q).-"ﬂ

T +2x42 -
\1/,

4) Tragage de la courbe(C, ) dans un repére ( 0:i )

&

-2
5) a) Vérifions que : Va €|2.+%| ; f(a*-4)=a
a2+ > az2=a*24=a*-420
f(x)=#*+2x+2 ;x<0
Ona:
f(x)=ax+4 x>0
Si:a=2=a*—4=0
f(@-4)=f(0)=0?+2x0+2=2 Donc: f(a’-4)=a dans ce cas
Si:a-2=>ad*—4>=0
_f'{ﬂ:v-ﬂr}:'\.‘al——4+4=~.,|l"ﬂ_2:|ai:a car a2
Donc: f(a’-4)=a dans ce cas
Donc: Va e[2:+x| : f(a*-4)=a
b) Montrons que : y n'est pas majoree
Supposons que f est majorée

Donc: IM eR VxeD, : f(x)sMe@
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Soit: @ tel que a > M et a =2 :c'est-a-dire : @ €[2;+o]

D’aprés la question précédente :ona: f (31—4] ol = (az—d}::- M contradiction avec: ©

Donc: ¢ n'est pas majorée.

6) a) Déterminons f=f(x) ; vxeR

fof(x); vxeR

Si xe[-2,0]; fo f(x)=f(f(x)=f(x*+2x+2) =X +2x+2+4 =4[x*+2x+6 €Al x*+2x+2>~0

Si xeJoro] ; /o f (x)=7(7(x) =/ (Vo8) =N 4 car Visd-0

b) Etude des variations de 7. r :

«Puisque f est croissante sur [—l;+m[ et f([—l;+ﬂ:[):[];+<xu[ et f est croissante sur
S([=1+9) =[1;+eo[ alors s s est décroissante sur [—1. -+
«Puisque f est décroissante sur |—o0;—1] et f(Jo==1])=[1:+s[ et f est croissante sur [L:+o0] Alors

f o estdécroissante sur |-oo0;—1]
PROF: ATMANI NAJIB

C'est en forgeant que ['on devient forgeron : Dif un proverbe.
C'est en s'entrainant réegulfiérement aux calculs et exercices que 'on devient un mathématicien

L
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