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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (4pts) : (Ipts+1pts+1pts+1pts)
Déterminer, en justifiant la réponse, la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes et
déterminer leurs negations :

1) P "JBI#16+425 ou B=\5-2"

2)Q: « Vxe]oo-5];—x*-x+6<0»

YR « VxeR A +1-1=0»

4)S: « IneN;VxeR: n—-1<x?,

Solution : 1) P : "8I 24/16 +4/25 ou 3 =45-2"
\IE_I?‘—ME'FE est fausse car : "E+E:4+5=E}er JS_1=9"
\E:\E—«ﬁ Signifie : J’JT-F\E:Jgestfausse car :
(VB+2) =B +422+ 232 =5+246 Mais : {57=5

P 81216 +425 ou 3 =5-2" est fausse

P "JST:JE+J?EE.*J3_¢-J§—J’E"

2)0: « ¥xe]oo-5];—x*-x+6<0»

—x*—x+6: A=b?=4dac=(-12+4x1x6=25.
Comme : A = 0, le trindme posséde deux racines distinctes :

: =—b—-¢'25=1—5=j et =—b—425=1+5
- 2a =) " 2a D

0

-3

T - 3
e ot e o | l:I i

== b

Vx € ]-o0;-3];—x*~x+6<0 et Comme : -5<-3

O « ¥xe|-0=5,-x*-x+6<0» est vraie et O« Ixe]-oo;-5]:—x*—x+6>0»
3R « ‘v’xeja*,m+1=ﬂn alors : ﬁ: « EIIEZEEJ';JI_“':*_riDH

B Tve B \x® +1-x 20y il suffitde prendre :x=1 :1e B* I +1-1=42 =120

R: est vraie par suite R: est fausse
4)S:« dne N:Vxe [R:n—1= x? »; est vraie il suffit de prendre :
=] :1eM:1-1=0<x* —=3In=1leN.,VxeR:1=-1<x?
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Exercice2 : (4,5pts) : (1.5ptsx3)

1) Montrer que : ¥ (x;y) e R [x¢$ E;_y;t\%] :;.[x_vﬁ_x_}w.‘ﬁiéJ

2) Montrer par disjonction des cas que :VxeX: |x—1| Lxt-x+l

3) Montrer que pour tout »n e N : 14345+ +(2n+1)=(n+1) .

Solution : 1) Soit(x;y) e R* : Montrons que : [_‘.l}*ﬁ—_‘(—}“f- f:%):{x:

xy-JE_—x—}wJ_:%:}ﬁ(;}'ﬁ-x—yhﬂ—]: \%ﬁ:lxyi—ﬁv—ﬁ;wl:]

= 2xy-V2y—2x+1=0 :}Ey(x—g]—ﬁ{x—ﬁ]=ﬂ

Ferr)

:}[r-g](ﬁy—sﬁ):ﬂ:}x—gzﬂ ou2y-2=0 :}x:%:ﬂ' ou y=

2[5

Par contraposition on a donc : ¥(x;y eR’: [ ely#—= ] [nJ- X—y+al# J
=) E°E &

2)Vxeld :|_r—I|£:r"-—J:+1

Soitx e} : Premier cas : six—1=0 cest-a-dire ; x21 =>|x—1|=x+1
=l x=x+10< - x+1-x+10< 2= 22 +2 & 0< (x-1) #1
Comme : 0<(x—1)" +1 est une proposition vraie

Alors : six=1: [.r—1|£f—x+1

2 idme cas : six—1<0 cest-a-dire ; x<1=>|x—1|=—x—1
|_‘£‘—||£J£'2—I+]GDEI"‘—I+1+I—] &0y’

Comme : (0<x* est une proposition vraie

Alors :six<1: x=l|<x-x+]

Par suite : d'aprés le principe par disjonction des cas :
“a‘xefﬁ:|.‘r—1|£x‘—x+l

3) Notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n = 4" .

1étapes : l'nitialisation : Pour n=1 nous avons 1+3=4 et (1+1) =4 donc 4=4.
Donc P(0D) est vraie.
2étapes : Supposons que :1+3+5+ _+(2n+1)=(n+1)’

3étapes : Montrons alors que : 1+3+5+_+(2n+1)+(2n+3)=(n+2)" 2?
Ona: 1+3+5+. +(n+1)+(2n+3)=(143+5+_+(2n+1))+(2n +3)
et on a d'aprés 'hypothése de récurrence: 1+3+5+. +(2n+1)=(n+1)’

Donc :1+3+5+ .. +(2n+1)+(2n +3)=(n +1) +(2n +3)
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14345+, +(2n+1)+(2n+3)=n"+2n+1+ 2 +3=n" +4n +4

Donc :1+3+5+. . +(2n+1)+(2n +3)=(n +2)°

Conclusion : Par le principe de récurrence ona : 143+5+._+(2n+1)=(n+1)" ¥neli"
Exercice3 : (3,5pts) : (1.5pts+Ipt+1pt)

Soit f une fonction numérique tel que : f(x)=—x"+3x+5

1) a) Démontrer que f est majorée.

b) Est ce que f admet une valeur maximale ?
2) Démontrer que f est non minorée.
Solution : D, =R

1)a) f(x)=—x"+3x+5=—(x"=3x)+5 xl—.m{:[_r—ij _[_J

Doncona : f{x}=—[[I—%T—[%T]Jrjz_(x_%)_+%+5=_[1_%T+%

Donc: f(x) —?:—[x —%j <0

29

29
Donc: vxelR ; f(l']iT Par suite : fest majorée par )

b}Dna:fG] ? donc f(x}fif[ ]‘v’xe&

3 29
Donc : fadmet une valeur maximale c'est: [ [;] = T

-1

2) Démontrons que f est non minorée.
Supposons f minorée donc : Ime X m< f( ) Vxel®

2 2
c&”v’xe]&ﬁ'.m*_i—[x—éJ +—i—gm?’xeﬂ£ [1’—%] EE—m

3Y ’29
< Vxelk: I—%J e 7R m (On peut toujours supposer ?}m]

>vxelR:

3 3
Doncona: o N m=x=< T—m + 5 ‘Wx = [& absurde car on prend par exemple :

X = ﬁ—m+2f]259t g—m+—3_
"J4 4 2

Donc f est non minorée
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Exercice 4 : (8 pts) : (0.5pt + 2pt+1pt+0,5pt+1pt+2pt+1pt)

el

Soit f une fonction numérique tel que : f(x) == 1
X =+

1) Etudier la parité de f

2) Montrer que f est majorée par 1 est minorée par -1

3)Soit g une fonction numérique définie sur ®—{-1} par: g(x)= x—+1
X

a) Donner le tableau de variation de g :

b) Déterminer graphiquement : g([l];z[)

4) Soit h une fonction numérique tel que : /(x) = x*

a) Etudier les variations de h sur*
b) Vérifier que : f =g°h et en déduire les variations de f sur B*
¢) Donner le tableau de variation de / surlk

4
Solution :1) f(x)="> : :
X

Etudions la parité de f

xeD, oxeR et x*+120<xeR er x" #—1 : quiest une proposition vraie
Par suite : D, =R

-si xek, alors —xek&

PR o e W
f{ )_(-x}4+l_lll+|

Donc f est une fonction paire,

= f(x) Clestadire : f(-x)=f(x)

2) Montrons que f est majorée par 1 est minorée par -1

f(x }—1— x - £p . O

xt+1 x4

Donc: f(x)<1 dans &
Donc : f est majorée par 1
x' -1 2x*
+1= +1= >0
/(%) ¥+ xt+1
Donc: —1< f(x) dans R

Donc : f est minorée par -1

3)Soit g une fonction numérique définie sur E-(-1) par: g(x)= —; ::

a) Donner le tableau de variation de g
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I 1 -
g{x}:j—*{r::ana: A=| |=1+1=2>0

Donc :g est strictement croissante sur : ]—1;+~:-c[ et ]—m;—l[

T |=00 -1 0 2 4
L~

glr) / et

P :

b) Déterminons : g([0;2[)

]

g

Du tableau de variation de g en déduit que : g[[[l;z[]

4)Soit h une fonction numérigue tel que : h{x}: x!

a) Etudions les variations de h surlt.”
Soient x, eR* et x,cR" telque: x,#x,

h(x,)=h(x,) . xt - x,’ :“{Il o 1 [ .2 +xz)(x]3 B le]

2 2
= +Jc2}{_7rL +x, }:.--{'J'
X, =X, X, - X, X, = X,

; 2 2
car: 520 et x, >0 alors : x,+x,>0 et puisque : x_ +x, >0

Par suite h est croissante sur k”
b) Verifions que : f =g -k et en déduire les variations de f surk’

(8R)0)=8 2= 3= 7= 1)

Donc: f=g-h
c) Le tableau de variation de s surlE

»E‘.*na:‘,f=g'~‘hI sur i*

Puisque h est croissante sur [~ et f(&a;*}c [+ et g est croissante sur &* alors f =4 oh est

croissante sur k*et comme f est une fonction paire
Alors : f est décroissante sur k-

T |—0oC ) 420
ml N
=
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices gue ['on devient un mathématicien

L
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