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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (2pts) : (1Ipt+ipt)
On considére la proposition suivante : P: (VreR):x<6=>x"<36

1) Ecrire la négation de P
2) En utilisant un raisonnement par contre-exemple, Montrer que P est fausse.

Solution :1) Ona: P: (VxeR):x<6=>x"<36 alors: P;(IxcR):x<6 et x° =36

Car: B> P oPRet B
2) Ona: P estvraie car (3-7eR): =7 <6 et (=7) =49236

Par suite : P est une proposition fausse. (-7 est le contre-exemple)
Exercice2 : (2 ,5pts) :

Montrer par disjonction des cas : que pour tout ¥nel{ | ° — 11 est divisible par 3.
Solution : Soit nell : n’ —n= n[nz - |]=r.r(n— (n+1)

Il y'a trois fagons d'écrire : n=3k ou n=3k+1 ou n=3k+2 avec: keli
Pour cela on va utiliser un raisonnement qui s'appelle raisonnement par disjonction des cas :

1ére cas : si n=3k : n’ —n=3k(3k-1)(3k+1)=3(k(3k—1)(3k+1))=3k" avec: k'=k(3k-1)(3k+1)eN
Donc : »’ —n est un multiple de 3 dans ce cas

26re cas :si n=3k+1: n —n=(3k+1)(3k+1-1)(3k+1+1)

=(3k+1)(3k)(3k +2)=3(k(3k +1)(3k+2)) =3k' avec : k' =k(3k+1)(3k+2)eN

Donc : »' —n est un multiple de 3 dans ce cas aussi
3érecas :si n=3k+2

n —n=(3k+2)(3k+2-1)(3k+2+1) =(3k+2)(3k+1)(3k+3) =3((k+1)(3k +1) (3k +2)) =3k’
Avec : k'=(k+1)(3k+1)(3k+2)eN

Donc : Le nombre : »* —rest un multiple de 3 dans ce cas aussi.
Par conséquent : selon le raisonnement par
Disjonction des cas le nombre »* —» est un multiple de 3 pour tout neld.

Exercice3 : (2,5pts) : Soit » = I” ; on pose d,, le nombre formé de M nombres égaux a 7

(Ceest-adire : % =T7..... 7 parexemple: @, =7 eta, =77 ; a, =7777)

n fois7

7
Montrer que :wne " : 4, =a(lﬂ"—l]_

Solution : Notons P(n) La proposition " a, =77...7=—(10"—1) "
n foix T

Mous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e 4",
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1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons 4, = 7 et %[1(}'[—!}2? dong 7=1-

Done : P(1) est vraie.
L'hérédité : 2étapes : Soit: ne [°

T
Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : @, = a(m —1]

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

? n+
Montrons alors que : @, = -{;(ID '~1) 27

WG e
Ona: g, =7x10"+77...7=7x10" +a, €t on a d'aprés I'hypothése de récurrence : ﬂ,,=-(1ﬂ —l)
m+ " g

n fous T

I ? R ? I ? ? i
Donc 4,,, = 7x10 +a(m —1):5(9):1(: +|ﬂ"—|)=§(lﬂxlﬂ"—|)=a(lﬂ '‘al)

C'est-a-dire : P(n+1) est vraie.

T (o8
Conclusion : Par le principe de récurrence ona : iwneli® : 4, =§[10 ~1).

Exerciced : (3pts) : (Ipts+1pts+1pts)

1) Soit ace B* telque: Ve=0:a=<¢
Montrerque : a =0

2) Soient ac® et be R telsque: Ve 0:la—b|<s&

Montrerque: a=25

3) Soient ac® et bR

Montrerque: a<b <= Ve=0:a<b+c

Solution :1) Soit s " telque: YVe=0:a=<¢

Montronsque : a=0

Supposons : a=0 etcomme : ackR® alors: a =0

etpuisque: Ye=0:a—<g onprend : £=a =0 onauradonc: ad = @ contradiction
Donc: a=0

2) Soient ac® et beR telsque: ‘v’g>-0:|a—b|—=:£ : Montronsque : a=»50
Supposons : a = b alors : la—b|>0

et puisque : V&>~ 0:la—b|< & onprend: £ =|a—b|> 0 on aura donc : |a—b| = |a—b|
contradiction etdonc : a=5h

3) Soient ac® et bR

—)Montronsque : a=b=Ve=0:a<b+e ?

Supposons : a = b et Supposons Jde =0/a=b+&

Alors : 3e=0/a—b=g>=0

Alors : a—b =0 c'est-a-dire : a = b contradiction aveca < b

Donc: a<b=Ve~0:a=<b+s

—) Montrons que : Ve =0 a<b+e=a<b ?

Ve a=<b+te=Ve=-0.a—b=¢

Supposons a—b =0 onprend: se=a—b>=0etpuisque : Ve =0 a—b=<g alors a—b<a-b
contradiction.

Ve=Oa<bt+te—=>a<h
Conclusion: a<b=Ve=0:a=<b+c
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Exercice5 : (10pts) : (1pt +0.5pt +1.5pt+1pt+1pt+1,5pt+1pt+1,5pt+1pt)

Soient f et g deux fonctions numériques définies par: f(x)=x*-x et g(x)=+x
1) Dresser les tableaux de variations de fet g
2) Soit : h la fonction numérique définie par : h(x)=(/g)(x)

a) Déterminer [,

1
b) Etudier les variations de h sur[ﬂq}et [i;+m[

1
c) Montrer que h admet un minimum absolu au point d'abscisse )

3) Soit : k la fonction numérique définie par : k(x)=(g=f)(x)

a) Déterminer [,
b) Etudier les variations de &
c) Calculer k(x)=(g=f)(x);Vxe D,

4)a) Tracer Les courbes représentatives (C r )et [{Z'S )dans le méme repére
X

b) Résoudre graphiquement sur [{J;+«:c-[ l'inéquation : :‘i—% <1

(On admet que [:‘.’Tg]coupe {Cf)en 2 points d'abscisse : 0 et 1,75

Solution : 1) Dressons les tableaux de variations de fet g
a) f(x)=x*-x; D,=R :Onaag=1>0; b=—1et c=0(f(x)=ax’ +bx+c)

b1 1Y 1% 1
Donc —=— et e e
2qg 2 (f(z] 4 2 4)

1. 1
Donc la cnurbe((}) c’est une parabole de sommet S[E;_ﬂ et d’axe de symetrie la droite x = %

- - 1, -0

flz) \:]/

2

by g(x)=~x ; D, =[0;+]

@r) /

1)Soit : h la fonction numérique définie par : h(x)=(/-g)(x)
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a) Déterminons D,

D,,={IERIIEDR erg(x]eﬂJ:{xeR!xEﬂ etg(x)ek }={.TERI:2U b =040

b} —Etudions les variations de h sur: [ﬂw %}
: " 1
Puisque g est croissante sur [UE}
I I : | : 1
et g *11 = U'..-E- et f est décroissante sur [U'E] alors h=f+g est décroissante sur G"E

—Etudions les variations de h sur: E;w:-[

Puisque g est croissante sur [-jim[

| 1
et g[h#ﬂ{]{iﬂ{ et f est croissante sur B-m[ alors h= fog est croissante sur E-&-cc{

1
¢) Montrons que hadmet un minimum absolu au point d'abscisse "

C’est-a-dire Montrons que : A(x)< h(&) ; Vx e[ 0;+90]

R ORCORE

Le tableau de variations de h :

x| +x

@ N\,

4

1
D'aprés le tableau de variations : hadmet un minimum absolu au point d'abscisse 1

C'est-a-dire on a h{x}ih(&} - ‘?’_re[{};m{

1
D chix)z——: Wxel|l+o
onc : h(x) 3 x [0+
3) Soit : k la fonction numérique définie par : k(x)=(g=f)(x)
a) Déterminons [, : Dk={IERfrIEDI er_f(.r}eDJ:{erfxeR et f(x)=0 }

f(x)z0ox-x20x(x-1)20
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1 e SO || 1 4+
—1 | — | - ¢ +
i — II! 4+ -
alr—1)| + IIEI - )+
D, = Jroo:0] L[ 1420
b) Etudions les variations de k : k(x)=(g= f)(x)
—Etudions les variations de & sur: ]—u:;ﬂ]
Puisque f est décroissante sur ]—so;t}]
et f(]-==0])=[0.4¢] et g est croissante sur [0,+x alors k=g - f est décroissante sur |-:0]
—Etudions les variations de & sur: [I;+:u:—[
Puisque f est croissante sur [1-__+::~[
et f([L+o] )=[0:40] et g est croissante sur [0,+x[ alors k=g f est croissante sur [l.+[
c) Calculons : k(x)=(g= f)(x) ; Vx € J-o0: 0] W[ 1;+ee]
Soit x € |- 0] UL +oo[ : k(x)=(go f)(x)=g(/ (%)) =/ (x) = x
Donc: k(x)= Jri-x ; ¥xe ]—a::-;lf}] u[IH—m[
4)a) Tracage des courbes représentatives (C‘ r Jet (1:_“5r )dans le méme repére
5
4
3 v
(Cy)
(Ce
2
A= (1.75, 1.32)
1
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
—1
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b) Résolution graphique de l'inéquation : F; ( ] <1
X
D= Ix eR/xe[0+ et xz—xxﬂ}={xe R/xe[04oc] et x#0 et x#1 }=]ﬂ;l[u]l;+ﬂ:[
Dans : J0;1[ w40 = f(x)>0
g(x) .
<l g(x)< f(x)
f(x)
Graphiquement la courbe (C, ) est au-dessus de (C,) si xe 0 ; 175]
Finalement : §=]0 ; 1,75]
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C'est en forgeant que ['on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réegulfiérement aux calculs et exercices que 'on devient un mathematicien
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