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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (Iptsx3)

Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes (justifier les
réponses)

1)P: (IveR):(VxeR):x* 210y

2) g: (VxeR)(IveR)/x+y>2

3) R: (VxeR)(IyeR)/ ¥ +y<xy

Solution : 1) P: (yeR);(VxeR):x* =10y

Il suffit de prendre : y=0 donc : (Iy=0eR);(Vxe R):x*210x0

Dr::nc: . P: estune pmpnsiticn vraie
P. (YyeR):(IxeR):x* <10y
2) 0: (VxeR)(IveR)/x+y>-2
Soit: xe : x+y>2 signifieque : y=2-x
Il suffit de prendre : y=—x+3
Onaalors: x+y=x+-x+3=3>2

Donc : © est une proposition vraie
0: (3re R)(vyeR)/x+y<2
3) R: (VxeR)(IyeR)/x*+y<xy
(xeR)(VyeR)/x*+yrxy
Onprend: x=1 onadonc: (YveR)/1+y=>y (vraie)
Donc : Ef est une proposition vraie par suite : R: est une proposition fausse.
Exercice2 : (3pts) : (1.5ptsx2)
1) Démontrer en utilisant la contraposée que :vxe R ;[:vr+:vr3 <2 =x<l )
2) Soient X et y deux nombres réels strictement positifs.
Montrer par I'absurde que : x = /2 ou l =2 ou y+ i =2
Solution : Démontrons en utilisant la cm:trapcsée que la proposition suivante est vraie :
Wx e R;(I—hf £2 =>x=1 )

Soit : xeR ; Par contraposée Montrons que : (x>~ 1=>x+x’>2 )

Supposons que :x =1 alors: X >=1" cestadire: x =letx' =12 x+x’ =1+12Dx+x* =2
Danc:(x}I:>x+x3>-2 )
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Par contraposée on a donc : b’xeie;:;{x+f <2 =5xx<1 )

2) Soient :xeR et ye R,

Supposons par l'absurde qUe : x = /F et L >3 et y+— =2
J X

x>42 >—<—@et }J_ S y<—@
J_
la somme @) et @ membre a membre donne : y+—< e =2
' V22 2

Donc: y+1<+/3 contradiction avec: y+1>3
X X

Donc: x <2 ouw LEJE ou y+l£-u"2
v x
Exerciced : (2pts)

Montrer que : « Ve IV | n’ —n est divisible par 3 »

Solution : Montrons P, : «¥nell;n' -n est divisible par 3 » est vraie ?

Utilisons un Raisonnement par récurrence :
Montrons que : wneld 3k el /n’ —n=3k

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 0° — 0= 0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.
L'hérédité : Soit » = I

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie

Cest-a-dire: 3k e M /n’ —n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ N/(n+1) —(n+1)=3k' ??

(n+ I}}-[n+l] =n'+37 +3n+1-n-1 =(r.'3'—n)+31r.ri +3n= 3k+3[n2 +n}= 3(115:+n'2 +r.'] =3k
Avec E'=k+m+nel

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : F. . «Vnell;n -n estdivisible par 3 » est vraie

P : «3nel; i —n nest pas divisible par 3 »

xlxt -4
Exerciced : (1,5pts) : Résoudre dans E  I'équation suivante : || "| | =
X—a&
x|xt -4 . . . .
Solution : W =2 :a) On va déterminer le domaine de définition de I'équation :
X =L
Cette I'équation est définie si et seulement si x—220
x-2=0 & x*=4 & x=2Donc: D,=R-{2)
b) Résolvons I'équation : étudions le signe de : x—2
r |—o 2 400

r—2 [:I {
On va Opérer par disjonction de cas :
Si x22 alorsx-220 par suite : [x—2|=x-2
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Donc : I'équation devient : M:v o x(x+2)=2 cest-a-dire : x* +x-2=0

(x-2)
Calculons le discriminant réduit A'=b" —acde I'équation :A’=b? —ac=1+2=3>0
Comme A’ = 0, I'équation posséde deux solutions distinctes ix = L‘*E:_]_ﬁ et
i
=g
a

X, = =—14+4f3

Tous les deux ne sont pas supérieursa 2 donc:5 =9

Si x<2 alorsx-2<0 donc : |x-2|=-x+2

-4
Donc : I'équation devient : i 2?:2 qui signifie que: x(x+2)=-2 c'est-a-dire: x* +2x+2=0
- Y—

Calculons le discriminant réduit A'=b" —acde 'équation : A'=b" —ac=1-2=-1<0
CommeA'=< 0, I'équation ne posséde pas de solutions
Donc:S,=@ Parsuite: 5=5,US,=0

-

Exercice5 : (2pts) : (1ptsx2) Soit f une fonction définie surE tel que : f(x)= :Il
X+
I
1) Montrer que : ———=—
x+1 2

2) Démontrer que f est bornée sur
Solution :1) Soit xeRk

e T
9 skt 2(1 +1] 2(1’ +l) "[I +l)

Ainsi : |x| {ml- : VxelR
atep] 2

2) Démontrons que f est bornée sur®

2 2
x—x x X
Soit B :Ona: = =— e
i f{x] ¥l vl bl

7 72

Or:0<x’ <x*+1donc:0< <l dotr: —-1<5—=0 (1)
x +1 x+1

Ona: il : Vxe K c'est-a-dire montrons que : YxeR —l{ ‘1}“ (2)

il P 9 o 27 41 2

3 X X 1

De: (l)et (2 déduit St s g 1

(1)et (2)ondéduitque : — <5 T—— <5
Ainsi '% <f(x)s7 i VreR
Par suite : f est bornée sur £
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Exercice6 : (3pts) : (1.5ptsx2)
Soit f une fonction numérique définie sur £ et périodique de période 7 =2
Telque: f(x)=2x-1 Vxe[-1L]]
1)Tracer la représentation graphique de la fonction f sur [-3.5] dans un repére (n;}';}")
1
2) Calculer: f(-1); f(0); f[ﬂ; F(1); £(2); 1(2026)
Solution :1) la representation graphique de la fonction f sur [—3;5[est :
1

2) Caleulons : f(-1) ; f(0); f[i]; S(1): £(2); £(2026)
Ona:f(x)=2x-1 Vxe[-L][
—-le[-L1] Donc: f(-1)=2(-1)=1==3
—0e[-L1] Donc: f(0)=2x0-1=—-1
_;.lE[—];i[ Donc : f({})= EX%—I=]—I=G
—1¢[-LI[ on ne peut pas utiliser l'expression de : /' (x)=2x-1
Maisona: f(1)=f(-1+2)=f(-1)=-3 car f est 2 périodique
—2¢[-LI[ on ne peut pas utiliser I'expression de : f(x)=2x-1
Maisona: f(2)=f(0+2)=f(0)=-1 carf est 2 périodique
—2026 ¢ [-1.1[ on ne peut pas utiliser I'expression de : /(x) =2x—1
Maisona: f(2026)= f(0+2x1013)= f(0)=-1
Car f est périodique de période T =2 et aussi 7" =1013x2 est une période
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Exercice7: (5.,5pts) : (2,5pt+1pt+2pt)

Soit f une fonction numérique définie sur B par: f(x)= 2x -1
J;+ 2
1) Démontrer que f est majorée par 2 et minorée par _:'3_
2)Onpose: Vx € R ; u(x)=4x
a) Déterminer la fonction v telleque: f=vou
b) En déduire les variations de f surk”
Solution :1) D, =[0;+e0]
2) Montrons donc que : f(¥)<2 et -;lgf[x;dans R*
f(x)-2 _Hx-1 g B
J_+2 J;+2
Donc: f(x)<2 dans ®*
Donc : f est majorée par 2
WL I
i Jx+2 3 Ji+2~
Dong : —E“—:f(l'} dans &+
Donc : f est minorée par _%
2)a) Déterminer la fonction v telle que : f=vou
. 2x =1 Eu[ ] _2x—1
Ona: = ; on pose
S (x)= I+ 2 )+2 ¥ ") x+2

Donc f(x)=(veou)(x) ; vxeR
» Tabieau de variation de u
X o + oo |

I I

:l I
» Tableau de variation de

X |=—ux -2 + o0

L _'_F'____‘_'_'__,_,_,-'r _'_‘_'_'_'__'_’_'_‘_,_,_,-r
«Puisque u est strictement croissante sur ['I};+ao[
o sixe[0+] u(x)20 alors : u(R*)c R’
« 1 est strictement croissante sur [Ill'+x{

Alors [ =vou est décroissante sur [G;M[
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.

C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que I'on devient un mathématicien
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