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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (2,5pts) : Montrer que : V(a.b)eR™xR" : Jﬂ?+«j_>- b+1 +J_:>ab-.-5
Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : a<b=Ja+1+Ja<Jb+1++b ??

Soit : (a;b)eR xR’

Ona: a=b Da=h e a+l<b+1

:\/Eﬂﬁer Jarl<fb+1 sfati+fa< b+1+Jb_

Donc : ¥(@b)eR xR ; a<b=>yfa+1+Ja<yfb+1+b

Donc par contraposition on déduit que : ¥(ab)e B xR : Ja+1+Ja =b+1+b=>a>b

Exercice2 : (5pts) Soient xe R™ ; y e R™

| ! I
Onpose: A=|l+—||1+—]|; x+y=1 et @=—=
e 1) 1 &

1) a) Montrer que : ("':i"{‘r y)e [L“’*) ]: I;yz.}xy (I'inegalité arithmetico-géometrique)

b) Déduire que : l+ 1 >2a

X ¥

2) Montrer que : A>(a+1)’

3) Déduire que : [I+—i][l+i}:‘9
X ¥

Solution : 1) a) Soit(x; ) e (&)

x;y > oo x+yzzﬁﬁc>ﬁl e _vl—zﬂﬂ:: ﬂa[ﬁ—ﬁ)z >0 Proposition vraie

Donc : (‘v’{x;y}e[ﬁﬁ’*)z); I;-rz@

2) Soit (x;») e (R™)’

Ona: (‘v’ (x:5) E(E%‘* )2]: x;}'z xy et puisque : le E* et le E™ on appliquant cette inégalité
X ¥
G
—
cw oy LT, . [ [ B ,
Onadonc: Tz —x— c'est-a-dire: —+—>2 |— donc: —+—>2— etcomme : g=
xy

1
x ¥ - S o J: E

[
Alors : —+—22a
xr y

2) Montrons que : A2(a+1)’
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Ona: ,4:[]4.1][14.1]:14.{1"; l]+L et comme : -1-+-|-22£1 et a=—|~{:}a: =i
x ¥ x vji xy Xy ,j; xy
Donc : |+[l+l]+Lli+En+aJ cest-a-dire : A2 (a+1)’
x y) xy
3) Deduisons que : [|+~1~)[1+1]3?
X ¥
Ona: Az(a+1) cest-a-dire : [|+—IJ[1+~!—]3{¢:+1)1
X ¥
Orona: x+y=1et %z v dong : % J_:-J—_zz:abz
[1+1][|+i]z(a+a]3:[1+-1-J[1+1]3[2+1]':{1+1—J[1+ 1]29
X ¥ X y X y
Exercice3 : (2.5pts) : Montrer que :¥nell" ;
‘:=JT
S, =3 ()" k=P -224+3+_+n "{"H}( )%
k=1
+ I 4+
Solution : Notons P(n) la proposition: "S, = ”(”—21( =1) by
Mous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout = 4"
1étapes : l'initialisation : Pour n=1 nous avons :
gl : T I(1+1), 2
S,=S (=)7K =(=1)"1P=1et —2(=1)" =1x(-1) =1
=2 )T =) = et ) = 1)
Donc P(1) est vraie.
L'hérédité : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire :
o B _n n+1 4
DACHREEEEOL
Sétapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
k=n+1 . 1 2 e 1 2 n
Montrons alors que : S, = Z {—1]* Lk =%(—1] = W[—l} ??
k=l
Remarque : (—1}"r+2 —[- ) }c{ =(-1)"x1=(-1)" et
k=n+l . i .
Ona: S, Z( Z 1)’t (1) (n+1) =S, +(-1)" (n+1)
k=l
nln+1 i
et on a d'aprés 'hypothése de récurrence: S, = —(—-—}-(— 1) '
H(H'I'l] n+l " y| | ] '] 2
Donc: $,a=———(-1)" +(-1)" (n+1) =~ (-n(n+1)(=1)" +2(-1)" (n+1) ]
Car {-I}JHI ={—1}n}([—|}! =—{—I}"
I . 2 1 (n+1)(n+2), .\
Donc: S, =5(n+1)(-1)" (-n+2(n+1)) = 2(-1)" (1) (n+2) = =—==1(-1)
C'est-a-dire : P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrenceona: nelN™ | § = "—{’;Ll]-[—l}”“ .
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Exerciced : (1,5pts) : (0.5pt+1pt)
Soit f une fonction définie surk tel que : f(x)=xvx* +1—x7

1) Développer (df +1 —;r)2

2) Démontrer que f est majorée par %

Solution :1) Soit xeR
(-J:r:+ —1)h=f+l-2x X +1+xt =20 +1-2xqx? +1

2) Démontrons que f est majorée par % c'est-a-dire montrons que : YxeR f(x)<

f{x}—%= xNx +1-x —% = %[I +2x" = 2xfx’ +]]=—%[\l'xz +1 -.1']1

or: (J.\'2+I-x]1::-ﬂ donc —%(Jf +1—;r)1 <0 : ¥xek

Ainsi : f{x}q% ; VxelR Par suite : f est majorée par %

b | =

Exercice5 : (8,5pts) : (1.5pt + 2pt+1pt+2pt+2pt)
Soient f et g deux fonctions numeriques définies par :

f(x})=x*-2x+2 et g(x)= Nx+1
1) Dresser le tableau de variation de fetdeg

2)Tracer Les courbes représentatives (C, )et ( }dans le méme repére
3) Soit : h une fonction numérique définie sur [0;+o par: h(x)=x+3-2yx+1
a) Vérifier que : h(x)=(/=g)(x) ;: ¥x [0;+oc[
b) En déduire les variations de h sur [0;-+o]
1
c) Soit : ae[l;+:xn[ - Montrer que : Va+1 —JEEE

Solution : 1) — f(x)=x*-2x+2; D;=K :Ona a=1>0;b=-2et c=2(f(x)=ax’ +bx+c)

b
Donc _ﬁzl et (£(1)=1)

Donc la courbe (CI] c'est une parabole de sommet S(1.1) et d’axe de symétrie la droite x=1

T -0 1 4
)l N\ /"
1

—g(x)=+x+1; D, ={xeR/x+120 }={xeR/x2-1}=[-1+]
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r |- +0C

i) /

2) Tracage des courbes représentatives (C P )et (lf.'x )dans le méme repére

| 3 2 i 2 : 5 & [ &

3) Soit : h une fonction numérique définie sur [0;+s<[ par: h(x)=x+3- 2+ 1

a) Vérifions que : h(x)=(/°g)(x) ; Vx e[0;4s0]

Soit : x & [0;+o0]

(f8)(x)=£(&(x)= (s (x)) ~28(x)+2=(xF1) =25+ T+2=x+1-2x 4T +2=x+3- 2+ 1=h(x)

b) Déduisons les variations de /i sur[0;+so[

Puisque g est croissante sur [0; 4] et g([0;4ec[) = [1,+<c[ et f est décroissante sur [1;+[ alors h

est croissante sur [D' +-:::|[

c) Soit : ae[l +oo[ Montrons que : va+1 J_c:;

Puisque : / est croissante sur [0 +o]
ac[l+o] mazl=a—-120
On: a—1<aq etpuisque : h estcroissante sur [0;+c[ Alors : h(a—1) < h(a)

Alors :a—1+3=-2Ja-1l+l<=a+3-2Ja+1
Alors : a=2Ja +2<a+3-2Ja+1
Alors - =2fa <1-2Ja+1

Alors : 2[~(a+l—\f5}£] Alors : Ja+1—«ﬁ5%
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe. ‘h

C'est en s'entrainant réeguliérement aux calculs et exercices que 'on devient un mathématicien
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