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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (3pts) : (1+1+1pts)

Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes. (Justifier les
réponses avec un raisonnement logique)

1)P: (VxeR);(WyeR)x<y=x* <y’

2)0: ('ﬂ’.‘rE{I.+a¢{];(”‘;"_ve[l.+o:{)xx_v=l:>:r:y=|
)R (VxeR )Yx+l+x=1

Solution :1) P> 0o PvO o PAQ

P: (xeR):(IveR)x<yer x* =y’
(Ix==2eR);(Iy==1cR)=2<=1er (=2) =(=1)
On a: P est vraie car par suite : P est une proposition fausse.
2)p: (“':"xE[I.+m[];(‘ﬁ"ye[l.+:r:[}:x>-c_1|‘:I:J:Jrzi

Soit : [x;y]e([l.wc:[]:

Montrons : xxy=1—=x=y=1

Supposons : xx y=1 et Montrons : x=1 et y=1
Par I'absurde Supposons @ x=1 ou y =1

2

puisque (I;j-‘]E([l.+ﬂﬂ[]3 alors : x>1ouy -1 etdonc: xy>1 absurde
Donc: x=y=1

Donc : ¢: (Vxe[l.+uf).(vye[l. +uf) xxy=1=x=y=1 est vraie

a: (31 E[l.+00[);(3y5[1_+m[):xxyz] et( x=1ou y=1)

R (VxeR )Yx+l+yx =1

Soit: xeR" :}xkﬂjﬁzﬂ
Soit: xeR = x20=x+1212 x4+ 2Jf:>~..l'x+1 >1

J;:z{] et Jx+121> x+1+~f_;21+1]::~a x+l+J§2|

Donc : R estvraie
Exercice2 : (3,5pts) : (0.5pts+ 2pts +1pts)

Soit f la fonction définie de [N vers Npar: f(0)=3etf(n+1)=2/(n)+5

1)a) Caleuler: f (1) ; f(2)

b) Démontrerque : Ve N : f(n) =0 etdéduireque: Vel : f(n+l)—f(n)-0
2) Montrer par récurrence que: Vr e IN/ f(n)= P s
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Solution:1)Ona: Vre N : f(n+1)=2f(n)+5
Pour: 2=0 : f(0+1)=2f(0)+5= f(1)=2/(0)+5= f(1)=2x3+5=11
Pour: m=1: f(1+1)=2f(1)+5= f(2)=27(1)+5= f(2)=2x11+5=27
b) Montrons que : P(n)" Ve N : f(n)=0"
1étapes : l'initialisation : Pour n =0 nous avons : f(0)=3>0
Donc P(0)est vraie.
L'hérédité : 2étapes : Soit: ne N
Supposons que P (1) soit vraie c'est-a-dire : f(n)> 0"
Montrons que : f(n+1)>=0"??
Ona:f(n+1)=2f(n)+5 etpuisque [ (n)=0
Alors: 2f(n)=0=2f(n)+5>- 5= 0 c'est-a-dire: f(n+1)>-0"
Donc : P(n+1)est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Vi e N : f(n)~0
Soit: neMNona: f(n+l)=2f(n)+5
Donc: f(n+1)—f(n)=2f(n)+5—f(n)=f(n)+5~0 carf(n) =0
Parsuite : Ve N : f(n+1)- f(n)>0
2) Montrons par récurrence que : P(n) " Vaue N [ f(n)=2""-5"
1étapes : l'initialisation : Pour n =0 nous avons : /' (0)=3 et 2" -5=8-5=3
Donc P(0)est vraie.
L'hérédité : 2étapes : Soit: ne N
Supposons que P () soit vraie c'est-a-dire : [ (n)=2""-5 "
Montrons que : f(n)=2""-5 "?2
Ona:f(n+1)=2f(n)+5 et f(n)=2""-5
Alors : f(n+1)=2(2" =5 )+5=2""-10+5=2""-5
Donc : P(n+1)est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrenceona: Wr e N @ f(n)=2""-5"
Exercice3 : (3,5pts) : (1+ 0,5+ Ipts+ Ipts)
On considére la fonction f définie par : f(x)= &
2x—qfx +1
1) a) Montrer que : VxeE™ ; 2x —-J;-F 1= ()
b) Déduire que : D, =R’
2) a) Montrer que : la fonction f est minorée ; 0 est-elle valeur minimale de f ?
b) Montrer que 2 est la valeur maximale de f
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Solution : 1) a) Montrons que : Vxe K™ ; 2x — -J:T+ 1=>0
* x 2 =
Soit x€R' < 20 (¥ 41227~ Vr +1=2(V5 _%J;]H:z[[@_ﬂ _#JH
2x—~f§+|=2(ﬂ-—ljz + 20 CaE3 (J;_ljz »0 6t 150
4 8 g 8
. 2-,1"_;+I i
b) Déduisons que : f(x)=———=—: D=k
) que: f(x) 2x—fx+1 7
xeD; xe [+ er 2x—ﬂ+l¢ﬂl comme : 21—-\/;+]::-ﬂ alors : 21-J§+1;&D
xeD,<xeR" Donc: D =R
2) a) Montrons que : la fonction f est minorée
Soit xe R™ : {(ﬂ:ﬁp{j car 24/x +1>0 et 2x —afx+1>0
: 2x—~x +1
Donc : la fonction f est minorée par 0
Mais : f(x)=0 ; Vx eR" par suite :0 n'est pas valeur minimale de f
b) Montrons que 2 est la valeur maximale de f: Soit xe R™ :
1 ]
I+l dx=ar42-2x—1 dx—ddx+l (245) 441 (245 -1)
z—f(_‘[}:z— — == = = 2{]
2x=+Jx +1 2x—fx +1 2x=fx +1 2x=fx +1 2x=fx +1
Car: (E\E-i]lzﬂ et 2x—+fx +1>0 :¥YxeR*
(2v/x - 1]1 I I
=2&2=f(x)=0 =0 24yx-1=0 =— =—
f{x] — f{‘l} @m L ‘J; X 2<:>.T 4
Donc: VxelR™ ; f{x}if{%):z Par suite : _f[%]:z est la valeur maximale de f sur[R"
Exerciced : (10pts) : (1.5pt +0,5pt+2pt+1pt+1pt+1pt+2pt+1pt)
Soient f et g deux fonctions numeriques définies par :
f(x)=—x*+2x+1 et g(x)=+x-1
1) Dresser le tableau de variation de fetdeg
2) Veérifier que - g(2)=1(2)
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3) Tracer Les courbes représentatives ({.‘ P )et [a:’?K ]dans le méme repére en précisant les points

d'intersections

4) Déterminer graphiguement l'image des intervalles suivants par g : [1.2] ; [2:+e[
5) Résoudre graphiqguement l'inéquation : 2x—+fx-12 x -1

B) Soit : h une fonction numérique définie sur [I;+oc] par: h(x)=-x+2+2x-1

a) Veérifier que : h(x)=(fog)(x) : Vxe[l+o]

b) En déduire les variations de h sur[1;+-:o[ et dresser son tableau de variation
c) Soit: ae [3;+:-:[ : Montrer que : Ja=2- Ja-12 —%

Solution : 1) — f(x)=-x*+2x+1; D,=R Onaa=-1<0; b=2 et c=1(f(x)=ax +bx+c)

Donc —%=1 et (f(1)=2)

Donc la courbe (Cf} c'est une parabole de sommet 5(1.2) et d’axe de

o
symétrie la droite x=1 flr) / \
—g(x)=vx-1; D, ={xeR/x-120}={xeR/x>1} =L+

2) Vérifions que : g(2)=f(2) : f(x)=-x*+2x+1 et g(x)=x-1 T 4o
f(2)=-2+2x2+1=-4+4+1=1et g(2)=v2:-T'=] o) /
Donc: g(2)=f(2) 0
Graphiquement : (C,/) et (C, ) se coupenten: A (2:1)

I |—0C 1 4

3) Tragage des courbes représentatives (C P )et ((.‘x ]dans le méme repére

4
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4) Déterminons graphiquement I'image des intervalles suivants par g : [1;2] : [2;+cr:[

¢((12]) = [0:1] et g [2e]) = 14

5) Résolvons graphiquement Iinéquation : X° —4x+ 3(2 = \E) <0

Soit :xefl;+od ; 2x-x-12x" -1 - +2x+12Jx -1 f(x)22(x)

Graphiquement la courbe (C, ) est au-dessus de {r_‘?x) si x 5[1;2]

Donc: S =[1;2]

6) a) Soit : h une fonction numérique définie sur [l +oo[ par: h(x)=-x+2+2Jx=1

a) Veérifions que : h(x)=(/f°g)(x) ; Vxe[L+o]

Soit : x e[l:+0]

[f:;g}{x}=f(§[-f)]=—(g{x))z +Eg[x}+1=—(«Jx—1)l+Z«Jx—1 fl=—x+ 1+ 0x—T+1=—x+ 2+ 2Jx—1=h(x)

b) Déduisons les variations de h sur[L:+o[

—Puisque g est croissante sur [1.2] et g([1:2]) =[0;1] et fest croissante sur [0:1] alors 7 est

croissante sur [1,2]

—Puisque g est croissante sur [2;+%[ et g([2;+e]) =[L+o[ et f est décroissante sur [1;+o] alors

h est décroissante sur [2;+oo]

|1 2 4ox
»

hix) / \

Le tableau de variation de h :

Car: h(2)=-2+2+242-1=2

c) Soit : ae[3;+a:'[ : Montrons que : \Ja—-2 —Ja—1 2—-;:

ae[3+o] »a=3=a-122

On: a—1=a et puisque : A est décroissante sur [2;+ao[

Alors : h(a—1)= h(a) et h(x)=—x+2+2Jx-1

Alors : —a+l+2+2ﬁ2-a+2+2m

Alors : 2da=222Ja-1-1 & 2Ja-2-2a-1 >-16 5(Ya=2-a=1)>-1

1
Alors : Va—2—+a-1 2—5
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C'est en forgeant que l'on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que 'on dewvient un matheématicien
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