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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures

Exercice1 : (2,5pts) : (1.5pts+0,5pts +0,5pts)

X 1%
[ A

On considére les assertions suivantes P :"(Vx e ]0;+[):1+x22x er P
+ X

. n a " l (1]
Q: (‘:fxe]ﬂ,+m[).x+x>—2 o ¥*+x=<1

1) Montrer que P est une assertion vraie

2) Déterminer : P
3) Montrer que ¢ est une assertion fausse

x {l,.

Solution :1) Montrons que P :"(Vx e ]0:+e[): 1+x224/x et . )
=+ X

a) Soit : x € ]0;+<c[ ; Montrons que : 1+x>24x

1 x-2yx =(Vx) ~2rxl+ = (Vx-1) 20

Donc : (vxe]0,+eof):1+x> 24/x est vraie

b) Montrons que "(¥x € |0;+[):
1
1+x* 2

1 o 1+x2—2x_::F—lﬂvc+12_(Jt‘—ll)2

Soit xe]ﬂ;+:o[ : Montrons que :

2. FRE 14+ x2 14 x2 14 x2
Par suite : P est une assertion vraie

2)Déterminons : P

>0 est vraie "(Vx € |0;+c[)

P :"{Elx E]ﬂ;+m[:|:l+x-< 2Jx ou

5

1 +x?

1
M Wxe |0 x+—=2 x* }”
3) O ( xe] -+—m{) x+x>- ou x*+x <

]'Ii
p—
2

0 :"[HxE]ﬂ;m[]:x+lT£2 et x*+x21"est vraie car :(E’He]ﬂ;-:-m[):ln:-%{_:z et ’+1=221
Par suite : © est une-assertic-n fausse

Exercice2 : (1,5pts) : Montrer que : V (a:6) e N™ : (b>a=b -a’ = 3]

Solution : Utilisons un Raisonnement par implications :

Soit : (a:b) € N** ; Supposons que : b>q et Montrons que : b° —a” =3

Ona: b}a:b&aﬂ:bzz(aﬂ}z =bFra1+2a+li=3b0 -g* =2 2a+1
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Or:aeN" =g>1=22422=2a+123

Alors : b* —a® =2a+123 cest-a-dire: b —a” =3

Conclusion : ¥ (a:b) e N™ : (b>a=b*-a’=3)

Exercice3 : (1,5pts) : Démontrer que :VxeR:(x#-2=x"+2x2+x+2=0 )

Solution : Démontrons en utilisant la contraposée que la proposition suivante est vraie :
¥x e E;(x;t—E =X +2x*+x+2%0 )

Soit : xR ; Par contraposée Montrons que : ( x'+2x*+x+2=0=>x=-2 )
Supposons que : x* +2x*+x+2=0 Alors : x*(x+2)+(x+2)=0

Alors : (x+2)(x*+1)=0

Alors : x+2=0 ou ¥*+1=0

Alors : x=-2 ou x*=-I(impossible)

Alors . x=-2

Donc: (13+212+x+2={}:~1=—2 )

Par contraposée on a donc : vx ERL{_I 22X +2x*+x+2%0 )

Exerciced : (1,5pts) : Soient(x:y.z)e (0’ tels que : x(y+z)+p(x+z)+z(x+y)=12
Montrerque : x=y OU y#z OU Z#X

Solution : Soient(x;y:z)eQ’ tels que : x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12

Mous raisonnons par 'absurde en supposantque :x=y et y=z et z=x
C’est-a-dire supposantque : x=y=:

Commeona: x(y+z)+y(x+z)+z(x+y)=12 et x=y==:

Alors : x(x+x)+x(x+x)+x(x+x)=12

Donc: 2x* +2x° +2x* =18 = 6x° =12 = x> = 2= x=T+/2 contradiction carxc(Q et +2¢ ()
Parsuite : x=y ou y#z ou z#x

Exercice5 : (3pts) : (1.5pts +1.5pts)

k=n-1

1) Onpose: vnel®: S, =1"+3*+5"+ _+(2n-1)" = ¥ (2k +1)°
k=0
1) Calculer: §, ; §, et §,
k=n=i (47 -1)

2) Montrer par recurrence que : vneli™ ;| § = Z {2;c+1}1 = 3
k=0

=0 k=l
Solution:1) S, =1"=> (2k+1)’ =l et 5, =1"+3"=> (2k+1)" =1+9=10
Kk=0 k=0

k=2
S, =P+3+52 =3 (2k+1)’ =1+9+25=35

k=0
n(4n2 - I)"
3
Mous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout » e 14"

2)Notons P(n) la proposition : "S =
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s I(4x1*-1) 3 :
1étapes : linitialisation : Pour n=1 nous avons : S, =1 et ng =1 donc P(1) est vraie.
L'herédite : 2étapes : soit n e I4”

k=n—1 dp’ =1
Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire . § = Z (2k+ 1}2 = M

k=0 3
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

»

k=n : n+l1)4 H+1] —1 M 4n® +8n+3

Montrons alors que : Sml:Z(EkH]':[ ]( { )=[H+ ]{ n* +8n+3) 29
k=0 3 3

4’ + 8+ 3In+4n* +8n+3 _ 4n' +122 +11n+3 =y

3 3
k=n x k=n-1
Ona: S, = (2k+1) = Y (2k+1) +(2n+1)
k=0 k=0

k=r—I 4 2_]
Or d'aprés 'hypothése de récurrence : S, = > (2k+1)" = n( ”3 )
k=0
2 A —n+3(2n+1)  4n’—n+3(4n° +4n+1)
- : b .

: A —n+12n* +12n+3 4’ +120° + 11+ 3
Donc: S, = 3 = 3

C'est-a-dire : P(n+1) est vraie.

C’est-a-dire montrons que : S,,, =

Donc: § = T+{2m+]}

n+l

: 5 k=n—1 - nld4n =1
Conclusion : Par le principe de récurrenceona : vael¥” ; § = > (2k+1) = % .
k=0

Exercice6 : (2 pts) : (1pts+1pts)

Soit f une fonction numérique définie de R dansE —{0;1} el que :

flx+1)= ; ¥xeR

1
1-f(x)’
1) Montrer que : Yxe & :f{x+2]=l—%

2)Déduire que f est périodique et T =3 est une période de f
1

f(x)

etona: f(x+1)=

Solution : 1) Montrons que : WxeR : f(x+2)=1-

1
b=1(2)

Soit : xR : f(-’f"‘:’-}:f({ﬂl)"'l):l_f(l_x_'_l}

i an 1 _ 1 =f{x]—]=_ 1

DR S e M) 700
1=F{8) 1-f()

Donc: ¥xel : f(:r+2]=l—L

f(x)

2) Calculons : vxeR ; f(x+3)="?
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I(x)

Soit:xeR : f(x+3)=/((x+1)+2) commeona: vxeR : f(x+2)=1-

: = x+1)+2)=1- S x))=f(x
Alors : f(x+3)=f((x+1)+2)=1 e 1-(1-f(x))=/(x)

4)Déduisons que f est périodique :
Puisque — YxclE : x+3cR

— VxeR : f(x+3)=f(x)
Alors : f est periodique et 3 est une période de f

Exercice7 : (8pts): (1pt+1.5pt +1.5pt + 1pt+2pt+1pt)

x
x+2

Soient f et g deux fonctions deéfinies par : g(.’f]= Jx+l et f(x)=

et (C,) et (C, ) Les courbes représentatives de fet g

1) Déterminer D, telque : h=go f

2) Déterminer les tableaux de variations de fet g

3) a) Tracer les courbes(C, ) et (C,) dans un repere ({3-;.'-’;}"}

b) Résoudre graphiquement sur [-1:+[ lnéquation : X >(x +3)~/rjm
4) Etudier les variations de h sur :]-o;-2[ et [-1;+e]

5) Calculer h(x)=(go f)(x)¥xeD,

X
+2

D ,={xeR/x+220}={xeR/x=-2)= E—{—E}:]ﬂo;—f&[u]—z;w&[

Solution : g(x)=+x+1 et 'f(x}z_r et h=g-f

D,={xeR/x+120)={xeR/x>~1}=[-1 4+
Dﬁ={xefr€fxeﬂf E?f{l'}Eﬂﬂ}:{xE]E{:‘rIi—z et f(x)=-1 }

4:}214"23(}

flx)z-1< - 2—1@L+Izﬂmx+x+zan
x+2 x+2 x+2 x+2

T —0 =2 -1 45

Qptd 1I| |

2 0 i

20+
£

.
=

+ - O +

f(x)2-1oxe o2 U[-1+4

Donc:D, = {x eR/x=-2 etx E]—x;—z{u[—l;m{ }
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Donc : D, = |-o0;=2[ W[~ L+

1) Déterminons les tableaux de variations de fet g
X

x+2

—Le tableau de variations de f: f(x)=

ax + b

Engénérale si: f(x)=

cxX +

: d
et c¢=0 alors (C, ) est une hyperbole de centref{——;i]et
&

d’'asymptotes les droites d'équations : x = _d gt y= 9

C C

Dans notre exercice ona : f(x)= ;j donc (Cf) est une hyperbole de centre C(-2:1) et

d'asymptotes les droites d'équations x=-2 et y=I

f(x)=

lx+0 on
5 i

1 0
a. A= =2 ==22x{
¥ 2

Donc : f est strictement croissante sur : ]—:-3;—2[ et ]—2;+au[

T |=—00 =2 450
.H-J':l /m /‘

—&(x)=+/x+1 ; g est strictement croissante sur : [~1;+e[

Le tableau de variations de g :
o +0C

gl /

3) a) Représentation des courbes (C, ) et (C,) dans un repére (0:27)

B
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b) Résolvons graphiquement sur [-1.+[ lnéquation : x> (x+2)x+1

Soit :xe[-1+0] : D x2-1=>x+221>0

x}{x+2)a|l'x+l<:> X x+1 car x+2>0
(_r+2)

x}[x+2}ﬁ{:~f{x]}g(x)

Et puisque : graphiquement sur [-——I;+m[ (C‘f} est au-dessous de (c."x) alors: S=02

4) —Etudions les variations de h=go f sur:]-o;-2[ s o =5 acall £ |3 o

Puisque f est croissante sur ]—cc;—E[ fiz) / A || //

et f([-2+eo[) =)L+ et g est croissante sur |i;+o

alors :h=g= f est croissante sur |-0.-2[

—Etudions les variations de h sur : [—1:+fﬂ[

Puisque f est croissante sur [—1;+ao[

et f([-1+o[)c[-L][ etg est croissante sur [-11[ alors /i=go f est croissante sur [~ 1+

5) Calculons : h(x)=(g= f)(x) vxe D,

Soit e |2 -1 < )= (e L)) =1 (0) = T 1= 5=

2x+2
- ;W e Jroo—2[ U [~ L]

Alors : h(x)= ;
X

PROF: ATMANI NAJIB
C'est en forgeant que ['on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que ('on devient un mathématicien

L
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