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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET Genéralités sur les fonctions

Durée :2 heures (La correction voir@ http:/www.xriadiat.com )

Exercice1 : (3pts) : (I1ptsx3)

Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes.
(Justifier vos réponses)

NP « (I eR)(¥veR):2x +xy+5y° #0 »

2) 0: « (VxeR)(VyeR),x-y=2=>x>2 »

3) R« (‘v’ne[“d‘)!miﬁi »

Solution : 1) P: « (IxeR)(VyeR)3x —xy+4)y" 20 »

Pour:x=1cR : 2xP+1y+5y° =5y  +y+2

A=12—-40=-39<0 donc: 5}'3+J-'+2=D n'a pas solution c'est-a-dire : 5}-‘3+y+2 0
Alors P: est vraie

?: « (VxeR)(IyeR):2¥" +xp+5y° =0 »

2) 0« (VxeR)(VyeR).x—y=1=x>1 » donc: {__?I « (IxeR)(AveR)/x-y=2erx<2 »
Pour:x=1et y=—t1ona: x—y=1-(-1)=2 et 122

Alors la pmpnsitinn@: est vraie et par suite : ¢: Fausse

3) R: « (“?’neN‘)a"«fiinz-t—SnﬁEN »donc: R « (anem*)nfzmhrsnem »
Pour :n=1 : y4x1*+5x =J§=EEN

Alors la proposition R : est vraie et par suite : R: Fausse
Exercice2 : (3pts) : (Iptsx3)

On considére les assertions suivantes : P :(V(x;y)eR*): f(x)=f(y) = x=y

1) Ecrire la négation de P
2) Soit f I'applicationde : B — R telque : (VxeR): f(x)=x"+2x+2

Montrer que : (YxeR): f(-x-2)= f(x)
3) Est ce que : P est vraie ? justifier votre réponse
Solution :1) a) P :(V(x.y)eR’): f(x)=f(y)= x=y

Remarque : "non(U = V)" est "U et non(1)"

Alors : P:(3(x,y)eR%)/ f(x)=f(y) et x2y

2) Montrons que : Soit : seR ; f(-x=2)=(-x=2)" +2(-x-2)+2
fl=x=2)=x"+4x+4-2x—4+2=x"+2x+2

Donc: (VxeR): f(-x-2)=f(x)
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3)ona: —x-2#x mais f(-x-2)=f(x)
Par exemple : x=1 alors —1-2#1 c'est-a-dire : -3=Imais : f(-3)=f(1)
Donc: (3(L-3)eR?)/ f(1)=f(-3) et 1 -3

: ; D ; :
C'est-a-dire - P est une assertion vraie
Par suite : P est une assertion fausse

Exercice3 : (1 Spts) :
1) Démontrer en utilisant le Raisonnement par implications successives que :

V(xy)eR (0*-xy=y—-x=>x=y ouxy=1)
Solution : Soit : (x:y)e R ;
Supposons que : xy*—x*y= y—x etmontronsque : x= v ou xy=1
X =-xty=y-x2xp(y-x)=y-x=>x9(y-x)=(y-x)=0=>(y-x)(xy-1)=0
= y—x=0ouxy—l=0= y=xouxy=1
Donc : \?’(Jc;y}e ]El;(xyz—fy= YP—XDX=Y OU Xy = 1)
Exerciced : (1,5pts) :
¥(x;y)eR’ : Montrer que : [2x*+5xy+33 <3 =[x+ 3|23 ou 2x+3y|23
Solution : Soit : (J:; ,}«‘}e R* : Utilisons un Raisonnement par contraposition :

Montrons que : [x+ > +f3 et [2x+3)y]> 3 = [2x* +5xy+3y7 -3

|x+}'|>-.J3_ef |2;r+3_1,-|:a-ﬁ:}jﬁx+3y||x+_ﬁb—ﬁxﬁ = |(2x+3y)(x+y)|> 3
SR+ 2433 245433

Donc : V(x.y)e R’ ix+,1’|>-ﬁer [2x+3y|> JET:}]E_H+S;}=+3J=“|>-3

Alors : Par contraposition : ¥(x.y) ek’

|213+51}‘+3y31£3 = |.H-y|£ .J3_ ou !2x+3}ffiﬁ

Exercice5 : (2pts)
Montrerque : vne N et YaeR™ —{-1} :

2+l
- a " +1
S, =l-ad'+& —a B . —a +g" = ——-o
ar+1

2n+l

- 1
Solution : Notons P(n) la proposition: " § = < T "
o+

Mous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n= [4.

k=l 1

s i I

1étapes : l'nitialisation : Pour n=0 nous avons : S, = >_(—1) a* =(-1)"a’ =1 et £ +1

k=0 a+

Donc P(D) est vraie.
a"_rr+l "|‘|

L'herédite : 2étapes : Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : S, = l
a—+

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

2r+3

a + 1

Montrons alors que : §,., = T

“adl T

a+l
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k=2u+2 k=1n i
Ona: Sn+| = Z (—])’t at = Z (_1)* at +{_])*“‘*"a2n+! +(_|)2-"+3 It
k=0 k=i
Remarque : (-1)""* =1 car 2n+2 pairet (~1)""" =—1 car 2»+1 impair

2+l

a +1

et on a d'aprés I'hypothése de récurrence: S, = :
a—+

Mz[-l}k s, a1 ey gt _ P il L (ﬂ'l" |)+ i (ﬂ +|}

a+1 a+l

k
Donc: § . =

mn+l

s

&

_ IM

k=2n+1 In+l 1n+3 Irsl llg_I!I+3

a o tl—a™ =g g +a +1
‘S‘ﬂ‘f| = Z {_I} a = =
k=0

a+l1 a+l
C'est-a-dire : P(n+1) est vraie.
Conclusion : Par le principe de récurrence ona : Vnel et Vae R -{-1}

k=2rm 2+l

so= 5 (e _F

sy 1+ 1

Exercice6 : (9pts) : (1pt + 2pt+2pt+1pt+2pt+1pt)

2x> +4x+3
x4+ 2x 42

Soit f la fonction définie par : f(x) =

1) Déterminer D,

2) Montrer que : f est minorée par 1 et majorée par 2
2x+3

x+2

3)Soient U/ et I deux fonctions définies par :U/(x) = x*+2x et }'(x)=
a) Donner le tableau de variation de UV et I/

b) Vérifier que : f(x)=(V-U)(x) Vxe D,

¢) Etudier la monotonie de f dans les intervalles suivants : ]—-:»c';—l] et [—1;+cc[

d) Déterminer les extrémums de la fonction f
Solution : 1) Ona f(x)eR signifie que :x* +2x+2 =0

Ona:x*+2x+2>0car: A=—d4<0Deta=1>0

Donc D, =R
2) Montrons que : 1< f(x)<2

20+ W+ +3-x =2x-2 ¥ x+1)
Soit: xeR : —f(x)-1= ::'+4x+3_]= X +-t'rj+3 x —2x 3=Iﬁ+2.1‘+1= 1[ )
r+2x+2 r+2x+2 r+2x+2 x+2x+2

Ona:x*+2x+2>0car: A=—4<0et a=1>0 et puisque : (x+1)’ =0
Alors : f(x)=120
Alors : 1< f(x) ; VxeR
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2xt +dx+3 2’ +4x+3-2x" —dx—4 =
= f(x)-2== —=2= : =—

¥ +2x432 x42x+2 x +2x42
Alors : f(x)<2 ; VxeR

Par suite : 1< f(x)<2 : VxelR

<0 car ¥*+2x+2>0

2x+43
x+2

2)Soient U et I/ deux fonctions définies par : U (x)=x*+2x et V'(x)=

a) —le tableau de variationde U/ : U(x)=x*+2x ; D, =R
Ona:a=letb=2et c=0(f (x)=ax’+bx +c)

% =_zi=_22 =1 Bt p=U(a)=U(-1)= (=1)" +2x(=1)=-1

Ainsi : dans le repére (ﬂ;?;}"] la courbe(C,;) c'est une parabole de sommet /' (-L:—1) et d'axe de

symetrie la droite : x=—1

—le tableau de variation de 1 : i'l[x}:ZHT3 ;onal(x)eR < x+2#0xz-2
Iti
2 3
Donc: D, =R-{-2} 5:1 2‘:1::1]

(C, ) est 'hyperbole de centre 1W'(-2;2) et d'asymptotes les droites

i —00 =2 40

Vi) / /"

CU(x)+3 2(X¥*+2x)+3  2x*+4x+3
WU +2  x2+2x+2

c) —Etudions la monotonie de f dans l'intervalle : I—m;—l]

d’'équations respectives x=-2 et y=2.

b) Vérifions que :  f(x)=(V-U)(x) Vxe D,

Soit: xeR i}’d})(;):}’({f{x))

/(%)

x2+2x+2 F

Ona: f(x)=(V-U)(x) ¥Vxe D,
Puisque U est décroissante sur |-=0;—1] et ¥x e |0,—1]: U(x) e[~ L:+e[ et I est croissante sur
[—1,+[ alors 7 =¥ .U estdécroissante sur |-o0;—1]

—Etudions la monotonie de f dans l'intervalle : [—1;+uc[

Puisque U/ est croissante sur [—1;+u:c[ et Vxe[-L+o| :U(x) e[+ et
T |=0C =1 4+

est croissante sur [—l;+ae:[ alors =1 -1/ estcroissante sur [—l;+-:x:-[
c) Déeterminer les extrémums de la fonction f fla) \ /
1

—+e tableau de variation de r

—L e nombre 1 est le minimum absolu de fen -1
PROF: ATMANI NAJIB

C'est en forgeant que l'on devient forgeron - Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réguliérement aux calculs et exercices que 'on devient un mathématicien

1
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