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Correction : Devoir surveillé n°l sur les lecons suivantes :
LA LOGIQUE ET ENSEMBLES ET APPLICATIONS

Durée :2 heures

Exercice 1 : (9pts) : (1.5ptsx6)

Déterminer la valeur de vérité et la négation de chacune des propositions suivantes et (justifier vos
reponses avec un raisonnement bien précis) :
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3) B VxeR)VyeR :xzy>—»2—
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4y P, (YnelN);n*+3n+2023 est un entier impair
5) Fwxe B, vyelR [_x+3]{_'.-'—3}={x_3}“;4_3]:”=}.

6) P, Vnell,n -n estdivisible par 3

Solution : 1) On utilise un raisonnement par contre-exemple :

2 {ExEIR'*);x+ITh£SESIWaiE

En effet : pour (4 = rﬂz'*) er 4 +? =8 =8 (x =4 estle contre-exemple)

La proposition F] . est vraie par suite I} ' est fausse
Remarque : comment faire pour trouver ce contre-exemple ?

x+E>—Ec::-x +lﬁ>—8c:::sx2+lﬁ:=—8x¢:>x2—ﬂx+lﬁ ::-—l."}--:::»(x—d-)}' =0
X X
Mais cette inégalité n'est pas verifiée pour : x =4
2)Montrons que : P ¢ wneli: 272 . jestvraie
n4+4

Soit nel¥ : Par I'absurde, supposons que : 3neld tel que : BES _ 1

4+ 4
n+5 e & p .
—+1=1<—‘-H’-'+3=”+4:>3=4 | C’est une contradiction car on saitque : 5=4
H
Ceci signifie : P,: ¥nel: 7> _ jestvraie

n+4
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3) Montrons que : £ : VxeR";VyeR": xij-':?*—iL est vraie
54x 5+y
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
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X y ‘
Montrons que : —— =—— = X=} est vraie
a d+x S+y ’
SoientxeR’ et yeR" ;
x y -
 ——=—"—=x(5+y)=y(5+x)=2x+xy=5y+txy=>Sx=5y=x=y
Ona: Fm st s x(5ey)=y(545) 2 Srey =Sy sy Se=Sy e,
Dong : ‘EFJER';“G’*ER'L=-—':H= ;
¥ at+x Sty g

. . X y
Alors par contraposition on déduit que : Vxe R ;VyeR : x=y= ? # r
x y

: . X y
Cecisignifie : B VxeR";VyeR" : x# y=> ——=# —— est vraie
S54x S5+y

P-:3xeR"IyeR :x=y e _i=_}'
- 3+x SEy

4) P, . (YneN);n*+3n+2023 est un entier impair

Remarque : Lorsque la démonstration d'une propriété dépend de la valeur de n , il est parfois utile
de faire une disjonction de cas : on sépare le raisonnement suivant toutes les valeurs que peut
prendre n.

On peut, par exemple, séparer les cas ol n est un entier pair des cas ou n est impair

Premier cas : si M est pair : alors »* est aussi pair (comme produit de nombres pairs)

Alors :3n est pair (comme produit d'un nombre pair et un nombre impair)

Donc : #*+3n est pair (comme somme de nombres pairs)

D'autre part : 2023 est impair

Donc: »*+3n+2023 est impair (comme somme d'un nombre pair et un nombre impair)

2 iem cas : si M est impair : alors»* est aussi impair (comme produit de nombres impairs)

Alors :3p est impair (comme produit de nombres impairs)

Donc : #*+3n est pair (comme somme de nombres impairs)

D'autre part : 2023 est impair

Donc: #*+3nr+2023 est impair (comme somme d'un nombre pair et un nombre impair)

Par suite : d'aprés le principe par disjonction des cas :

P, « (VnelN).n*+3n+2023 est un entier impair » est vraie
P, : (3neN)/n*+3n+2023 est un entier pair
5) Montrons que : F, ' wxeR:vyeR (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)=x=y est vraie ?
SoientxeRer yelk ;
Ona: (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)=> Xy —3x+3y-6=xy+3x-3y-6
= —Hx=—Hy—"x=13y
Donc: (x +2)(y-2)=(x-2)(y+2)=>x =y
La proposition F. : est vraie
P :axeR3yeR (x+3)(y-3)=(x-3)(y+3)et xzy

6) Montrons P, : «Ynell.n’-n est divisible par 3 » est vraie ?
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Utilisons un Raisonnement par récurrence :
Montrons que : wneld kel /n’ —n=3k

1étapes : l'initialisation : Pour n=0 nous avons 0 — 0 =0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.
L’hérédité : Soit »# e I

2étapes : Supposons que P(n) soit vraie
Cest-a-dire: 3k e M /n’ —n =3k
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ N /(n+1)' —(n+1)=3k" ??
(n+ I}l-[n+l] =+ 3 +3n+1-n-1 =(r.'3'—1r1)+31r.ri +3n= 3k+3[n2 +n}= 3(;'{ +n +r.'] =3

Avec E'=k+mn+nel
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence ona: F, . «Vneli; ' -n est divisible par 3 » est vraie
P, . «3nell;n -n n'est pas divisible par 3 »

Exercice2: : (11pts) : (0.5pt+1,5pt+2pt+2pt+1pt+Ipt+Ipt+2pt)

Soient f et g deux fonctions définies par : g(x)=+x-1 et f(x)=-x*+2x+1 et (C,) et (C,) Les

courbes representatives de fet g
1) Vérifier que : (C, ) et (4:_“R )se coupent en : A(2;1)

2) Déterminer les tableaux de variations de fetg
3) Tracer les courbes(C; ) et (C,) dans un méme repére (0:1:7)

4) Résoudre graphiquement linéquation x*=2x=144+/x-1<0
5) Déterminer graphiquement les images de [0:1]et [1:2]pat f

6) On considére la fonction h tel que : h(x)=+=x"+2x
a) Déterminer D),

b) Vérifier que : h(x)=(gf)(x) VxeD,
c) Etudier la monotonie de i dans: [ﬂ;l]et [1;2]
Solution :1) f(2)=¢g(2)=1= A(21)e(c,)n(c,)

2) Déterminons les tableaux de variations de fet g r i
Pour : g(x)=+x-1 D, ={xeR/x-120}=[l 4] s
Pour : f(x)=-x+2x+1 ; Ona s estune fonction polyndme " /
donc:D, =R .

On utilisant le résumé de notre cours :
Ona:a=-1<0etb=2etc=1 (f(x)=ax’+bx +c)

a=-—==1et f(@)=f(1)==(1) +2x1+1=2
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Ainsi : dans le repére (D;f;}’) la

courbe(C, ) c'est une parabole de
sommet W (1.2) et d'axe de symétrie w

la droite x =1

g a0 1 S

@ N N B ok

3) Tragage des courbes (C, )

{{.‘K} dans un méme repére (U;E;j) (e
4) Résolution graphique de
linéquation x*=2x42++/x=1<0 :

B=2x=1++fx=-1<00

x-1<-2*+2x+1 & g(x)=< f(x)

Graphiquement la courbe {Cf) est au-dessus de (f.“x) si xe[—4;—1[u[ﬂa+:m{
Donc : .‘i‘=]l;2{
5) Détermination graphique des images de [0:1]et [1:2]pat f

(o) =[r2] et r([r2])=[x2]

6) On considére la fonction h tel que : h(x)=+—x"+2x

A o i)
D,=|xeR/—x"+2x20} eI |

Donc : D, =[0;2]

= b
%
f"

b) Vérifions que : h(x)=(gof)(x) YxeD,: Ona:: g(x)=+vx-1 et f(x)=-x*+2x+1
Donc: (g £)(x)=g(f(x))=v=x*+2x+1-1 =+-¥*+2x =h(x); ¥xe[0;2]

¢) Etude de la monotonie de h dans : [0;1]et [1;2]

Ona: h(x)=(g° f)(x)

Puisque f est croissante sur [{]; 1] et _f([D;I]) = [1;2] et g est croissante sur [1;2] alors gﬂf est

croissante sur [0;1]
Puisque f est décroissante sur [1;2] et f([l;z]) = [1;2] et g est croissante sur [1;2] alors g'&f est

décroissante sur [1:2]
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C'est en forgeant que ['on devient forgeron : Dit un proverbe.
C'est en s'entrainant réeguliérement aux calculs et exercices que 'on devient un matheématicien
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